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1. ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÈ

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëü-
íîñòü ó÷èòåëþ èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîííî-
êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé Øåáàëèíñêîé ñðåäíåé
øêîëû èìåíè Ë.Â. Êîêûøåâà Ãàëèíå Àëåêñàíäðîâíå
Áóöàåâîé, à òàêæå çàìåñòèòåëþ äèðåêòîðà øêîëû ïî
èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì Åâãåíèþ Âëàäèìèðî-
âè÷ó Ïàðîøèíó (âûïóñêíèêó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà Ãîðíî-Àëòàéñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà 2004 ãîäà) çà öåííûå óêàçàíèÿ è çàìå÷àíèÿ ïî
ñòèëèñòè÷åñêîìó îôîðìëåíèþ è ñîäåðæàíèþ ó÷åáíî-
ìåòîäè÷åñêîãî êîìïëåêñà ¾Òåîðèÿ ÷èñåë¿, à òàêæå çà
íåîöåíèìóþ òåõíè÷åñêóþ ïîìîùü ïðè íàáîðå è âåðñòêå
ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå
LATEX2ε.

Îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü ïðèíîñèì êàíäèäàòó ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòó êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà Ãîðíî-Àëòàéñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
Åëåíå Àëåêñàíäðîâíå Ðàåíêî çà ïðåäîñòàâëåííûé îá-
ðàçåö ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî êîìïëåêñà, ñâåðñòàííîãî â èç-
äàòåëüñêîé ñèñòåìå LATEX2ε, è ñîâåòû ïðàêòè÷åñêîãî ñîäåð-
æàíèÿ, êîòîðûå îêàçàëèñü î÷åíü ïîëåçíûìè ïðè ìàêåòèðî-
âàíèè èçäàíèÿ è ïîäãîòîâêå åãî ê ïå÷àòè.

Áîëüøóþ ïîìîùü â íàáîðå òåêñòà íàñòîÿùåãî ó÷åáíî-
ìåòîäè÷åñêîãî êîìïëåêñà îêàçàëè ñòóäåíòû ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ãîðíî-Àëòàéñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (Àòà÷êèí Àíäðåé, Âûðûøåâ
Ïàâåë, Àðòèøåâà Íàòàëüÿ, Àáðàìîâà Åëåíà è ìíîãèå
äðóãèå). Âñåì èì àâòîðû òàêæå ãëóáîêî ïðèçíàòåëüíû è
áëàãîäàðíû.
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2. ÊÂÀËÈÔÈÊÀÖÈÎÍÍÀß
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÁÀÊÀËÀÂÐÀ

Áàêàëàâð ìàòåìàòèêè ïîäãîòîâëåí ê âûïîëíåíèþ äå-
ÿòåëüíîñòè â îáëàñòÿõ, èñïîëüçóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû è êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè; ñîçäàíèþ è èñ-
ïîëüçîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ è îáú-
åêòîâ; ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ åñòåñòâîçíàíèÿ, òåõíèêè, ýêîíîìè-
êè è óïðàâëåíèÿ; ïðîãðàììíî-óïðàâëåí÷åñêîìó îáåñïå÷å-
íèþ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé, ïðîåêòíî-êîíñòðóêòîðñêîé
è ýêñïëóàòàöèîííî-óïðàâëåí÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Îáúåêòàìè ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè áàêàëàâðà
ìàòåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå öåíòðû,
îðãàíû óïðàâëåíèÿ, îáðàçîâàòåëüíûå ó÷ðåæäåíèÿ, ïðî-
ìûøëåííîå ïðîèçâîäñòâî. Èñõîäÿ èç ñâîèõ êâàëèôèêàöèîí-
íûõ âîçìîæíîñòåé, âûïóñêíèê ïî íàïðàâëåíèþ 010100 ¾Ìà-
òåìàòèêà¿ ìîæåò çàíèìàòü äîëæíîñòè: ìàòåìàòèê, èíæå-
íåð-ïðîãðàììèñò (ïðîãðàììèñò) è äð. â ñîîòâåòñòâèè ñ
òðåáîâàíèÿìè Êâàëèôèêàöèîííîãî ñïðàâî÷íèêà äîëæíî-
ñòåé ðóêîâîäèòåëåé, áàêàëàâðîâ è äðóãèõ ñëóæàùèõ, óòâåð-
æäåííîãî ïîñòàíîâëåíèåì Ìèíòðóäà Ðîññèè îò 21.08.98

�37.

3. ÍÀÁÎÐ ÊÎÌÏÅÒÅÍÖÈÉ ÁÀÊÀËÀÂÐÀ

Áàêàëàâð ìàòåìàòèêè îòâå÷àåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

• Ïîíèìàåò âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ïîçíàíèÿ
ïðèðîäû è âëàäååò èìè íà óðîâíå, íåîáõîäèìîì äëÿ
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ðåøåíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ åñòåñòâåííîíàó÷íîå ñîäåðæà-
íèå è âîçíèêàþùèõ ïðè âûïîëíåíèè ïðîôåññèîíàëüíûõ
ôóíêöèé.

• Óìååò íà íàó÷íîé îñíîâå îðãàíèçîâûâàòü ñâîé òðóä.

• Ñïîñîáåí â óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ íàóêè è èçìåíÿþùåé-
ñÿ ñîöèàëüíîé ïðàêòèêè ê ïåðåîöåíêå íàêîïëåííîãî
îïûòà, àíàëèçó ñâîèõ âîçìîæíîñòåé, óìååò ïðèîáðå-
òàòü íîâûå çíàíèÿ, èñïîëüçîâàòü äðóãèå ôîðìû îáó-
÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ ñàìîñòîÿòåëüíûå è èíôîðìàöèîííî-
îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè.

• Ïîíèìàåò ñóùíîñòü è ñîöèàëüíóþ çíà÷èìîñòü ñâîåé
áóäóùåé ïðîôåññèè, îñíîâíûå ïðîáëåìû äèñöèïëèí,
îïðåäåëÿþùèõ êîíêðåòíóþ îáëàñòü åãî äåÿòåëüíîñòè,
âèäèò èõ âçàèìîñâÿçü â öåëîñòíîé ñèñòåìå çíàíèé.

• Ñïîñîáåí ïîñòàâèòü öåëü è ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ ðåàëèçàöèåé ïðîôåññèîíàëüíûõ ôóíêöèé,
óìååò èñïîëüçîâàòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ ìåòîäû ðàíåå èçó-
÷åííûõ èì íàóê.

• Ñïîñîáåí ê ñîâåðøåíñòâîâàíèþ ñâîåé ïðîôåññèîíàëü-
íîé äåÿòåëüíîñòè â îáëàñòè ìàòåìàòèêè.

Ïîñëå èçó÷åíèÿ êóðñà ¾Òåîðèÿ ÷èñåë¿ ñòóäåíòû äîëæíû:

• îâëàäåòü îñíîâíûìè ìåòîäàìè ñîâðåìåííîé òåîðèè ÷è-
ñåë;

• ïðèîáðåñòè îïûò èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ
ìåòîäîâ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷ ñìåæíûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ äèñöèïëèí (àëãåáðû, ãåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà è ò.ä.);
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• ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå î ðîëè òåîðèè ÷èñåë â ñèñòåìå
ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ è ïåðñïåêòèâàõ åå ïðèìåíåíèÿ
â åñòåñòâåííûõ è ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ.

4. ÐÀÁÎ×Àß ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ

Äèñöèïëèíà ¾Òåîðèÿ ÷èñåë¿ ÄÍ(Ì).Ô.18 ÿâëÿåòñÿ îáùå-
ïðîôåññèîíàëüíîé äèñöèïëèíîé ôåäåðàëüíîãî êîìïîíåí-
òà. Äàííûé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ ïðåäíàçíà÷åí
äëÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà äíåâíûõ îòäåëåíèé ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ ïî íàïðàâëåíèþ 010100 ¾Ìà-
òåìàòèêà¿ è ðàññ÷èòàíî íà îäèí (÷åòâåðòûé) ñåìåñòð.

4.1 Öåëè è çàäà÷è äèñöèïëèíû

1. Ïîçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ II êóðñà ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿ-
ìè è ìåòîäàìè ñîâðåìåííîé òåîðèè ÷èñåë.

2. Íàó÷èòü ïðèìåíÿòü èõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
çàäà÷.

3. Ðàñêðûòü ðîëü ñîâðåìåííîé òåîðèè ÷èñåë â ñèñòåìå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ.

4. Ñôîðìèðîâàòü ó ñòóäåíòîâ òåîðåòèêî-÷èñëîâóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû.

Ñòóäåíò äîëæåí èìåòü ïðåäñòàâëåíèå:

• Î ïðåäìåòå è îñíîâíûõ ðàçäåëàõ òåîðèè ÷èñåë.

• Î ðîëè ðóññêèõ è ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ â ðàçâèòèè
òåîðèè ÷èñåë.
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• Î âëèÿíèè òåîðèè ÷èñåë íà ðàçâèòèå äðóãèõ ðàçäåëîâ
ìàòåìàòèêè, ïðèìåíåíèè òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ðåçóëüòà-
òîâ â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ.

• Îá àëãåáðàè÷åñêèõ è òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñëàõ.

Ñòóäåíò äîëæåí çíàòü:

• Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé è îñíîâíûå ìåòî-
äû, èñïîëüçóåìûå â òåîðèè ÷èñåë.

• Î ñâÿçÿõ ìåæäó ðàçäåëàìè òåîðèè ÷èñåë.

• Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèé äåëèìîñòè, ñèñòåìàòè÷åñêèõ
÷èñåë, ñðàâíåíèé, öåïíûõ äðîáåé.

• Îñíîâíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè.

• Àðèôìåòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ñðàâíåíèé.

Ñòóäåíò äîëæåí óìåòü:

• Ðåøàòü îñíîâíûå òèïû çàäà÷ ïî òåîðèè ÷èñåë:
à) íàõîäèòü ÍÎÄ è ÍÎÊ äâóõ è íåñêîëüêèõ ÷èñåë, èñ-
ïîëüçóÿ àëãîðèòì Åâêëèäà;
á) Íàõîäèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé [x], {x}, τ (x), σ(x), µ(x),
ϕ(x). Ðåøàòü ðàçëè÷íûå çàäà÷è ïî òåîðèè ÷èñåë, èñ-
ïîëüçóÿ îñíîâíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè;
â) ïåðåâîäèòü ÷èñëà èç îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äðó-
ãóþ;
ã) ïðåäñòàâëÿòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà â âèäå öåïíîé
äðîáè;
ä) ðåøàòü ñðàâíåíèÿ ïåðâîé, âòîðîé ñòåïåíè îò îäíîãî
íåèçâåñòíîãî, ïîêàçàòåëüíûå ñðàâíåíèÿ;
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å) âû÷èñëÿòü îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà äàííîå ÷èñëî, ïðî-
âåðÿòü ðåçóëüòàòû àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, èñïîëü-
çóÿ òåîðèþ ñðàâíåíèé.

4.2 Îáÿçàòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ê ìèíèìóìó
ñîäåðæàíèÿ äèñöèïëèíû

Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ êóðñà ¾Òåîðèÿ ÷èñåë¿ ñòóäåíòû
äîëæíû îâëàäåòü ñëåäóþùèì ìàòåðèàëîì:

Îñíîâíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà. Ñèñòåìàòè-
÷åñêèå ÷èñëà, äåéñòâèÿ íàä íèìè. Öåïíûå äðîáè. Ðàçëî-
æåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà â öåïíóþ äðîáü, âû÷èñëåíèå
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé. Ñâîéñòâà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé. Ïðèáëè-
æåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè. ×èñ-
ëîâûå ñðàâíåíèÿ è èõ ñâîéñòâà. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ
ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òåîðåìû Ýéëåðà è
Ôåðìà. Ñðàâíåíèÿ è ñèñòåìû ñðàâíåíèé öåëîé ïåðåìåííîé.
Ðàâíîñèëüíûå ñðàâíåíèÿ ñòåïåíè n ñ îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî-
êàçàòåëè ÷èñåë è êëàññîâ âû÷åòîâ ïî äàííîìó ìîäóëþ. Òåî-
ðåìà î ÷èñëå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.
Èíäåêñû ÷èñåë è êëàññîâ ïî äàííîìó ìîäóëþ. Äâó÷ëåííûå
ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è
íåâû÷åòû.

4.3 Ðàñïðåäåëåíèå ÷àñîâ
Ó÷åáíûå çàíÿòèÿ

Â òîì ÷èñëå
Îáùèé àóäèòîðíûå
îáúåì âñåãî èç íèõ Ñàìîñò.Ñå

ìå
ñò
ð

ëåêöèè ïðàêòè÷. ëàáîð. ðàáîòà

Ê
îí

òð
îë

ü

4 110 68 34 34 � 42 ýêç.
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4.4. Òåõíîëîãè÷åñêàÿ êàðòà ó÷åáíîãî êóðñà
¾Òåîðèÿ ÷èñåë¿

Âñåãî Àóäèòîðíûå Ñàìîñò.
Òåìû ÷àñîâ çàíÿòèÿ çàíÿòèÿ

ëåêöèè ïðàêò.
Ìîäóëü �1

×èñëîâûå ôóíêöèè 12 4 4 4
Ìîäóëü �2

Ñèñòåìàòè÷åñêèå ÷èñëà 14 4 4 6
Ìîäóëü �3

Öåïíûå äðîáè 18 6 4 8
Ìîäóëü �4

×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ 18 6 6 6
Ìîäóëü �5

Ñðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé
âåëè÷èíîé 30 8 10 12

Ìîäóëü �6
Ñòåïåííûå âû÷åòû 18 6 6 6

Èòîãî 110 34 34 42
Ôîðìà èòîãîâîãî êîíòðîëÿ Ýêçàìåí

4.5 Ñîäåðæàíèå äèñöèïëèíû

×èñëîâûå ôóíêöèè
Ïîíÿòèå ÷èñëîâîé ôóíêöèè. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíê-

öèè. ×èñëîâûå ôóíêöèè [x], {x}, τ (x), σ(x), µ(x) è èõ ñâîé-
ñòâà. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë è ôóíêöèÿ π(x).
Ñèñòåìàòè÷åñêèå ÷èñëà
Ïîçèöèîííûå è íåïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Ïå-

ðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ê äðóãîé. Äåéñòâèÿ íàä
ñèñòåìàòè÷åñêèìè ÷èñëàìè â ðàçíûõ ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ.
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Öåïíûå äðîáè
Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è öåïíûå äðîáè. Ïîäõîäÿùèå äðî-

áè, èõ ñâîéñòâà. Áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè, êâàäðàòè÷íûå
èððàöèîíàëüíîñòè.
×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ
Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ, åãî ñâîéñòâà. Êîëü-

öî è ïîëå êëàññîâ âû÷åòîâ. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(x). Òåîðåìà
Ýéëåðà è Ôåðìà.
Ñðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé
Ðàâíîñèëüíîñòü ñðàâíåíèé. Ñðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè.

Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ, ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Ñèñòåìû
ñðàâíåíèé, ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Ñèñòåìû ñðàâíåíèé, ìåòî-
äû èõ ðåøåíèÿ. Ñðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé. Êâàäðàòè÷-
íûå âû÷åòû è íåâû÷åòû. Çàêîí âçàèìíîñòè.
Ñòåïåííûå âû÷åòû
Ïîêàçàòåëè, èõ ñâîéñòâà, ïåðâîîáðàçíûå êîðíè è èíäåê-

ñû.

4.5.1 Ëåêöèîííûé êóðñ � 34 ÷àñà

Ëåêöèÿ �1
×èñëîâûå ôóíêöèè: [x], {x}, τ (x), σ(x), µ(x), π(x).
Ëåêöèÿ �2
Ïîçèöèîííûå è íåïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Ñè-

ñòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
Ëåêöèÿ �3
Ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ê äðóãîé. Äåéñòâèÿ

íàä ñèñòåìàòè÷åñêèìè ÷èñëàìè.
Ëåêöèÿ �4
Öåïíûå äðîáè. Ïîäõîäÿùèå äðîáè.

11



Ëåêöèÿ �5
Ñâîéñòâà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé.
Ëåêöèÿ �6
Áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè, êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëü-

íîñòè.
Ëåêöèÿ �7
×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ, èõ ñâîéñòâà.
Ëåêöèÿ �8
Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî äàííîìó ìîäóëþ.
Ëåêöèÿ �9
Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ, åå ñâîéñòâà. Ôóíêöèÿ Ýé-

ëåðà ϕ(x).
Ëåêöèÿ �10
Òîæäåñòâî Ãàóññà. Òåîðåìà Ýéëåðà è Ôåðìà.
Ëåêöèÿ �11
Ñðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé. Ðàâíîñèëüíîñòü

ñðàâíåíèé.
Ëåêöèÿ �12
Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé ïåðåìåííîé. Äèîôàí-

òîâû óðàâíåíèÿ.
Ëåêöèÿ �13
Ñèñòåìû ñðàâíåíèé. Ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.
Ëåêöèÿ �14
Ñðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Ñðàâ-

íåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è íåâû÷åòû.
Ëåêöèÿ �15
Ñòåïåííûå âû÷åòû. Ïîêàçàòåëè è èõ ñâîéñòâà.
Ëåêöèÿ �16
Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Òåîðåìà î

÷èñëå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé.
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Ëåêöèÿ �17
Èíäåêñû, èõ ñâîéñòâà, ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèé.

4.5.2 Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ � 34 ÷àñà

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �1
×èñëîâûå ôóíêöèè {x}, [x], τ (x), σ(x), µ(x). Ðàñïðåäåëå-

íèå ïðîñòûõ ÷èñåë.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �2
Ñèñòåìàòè÷åñêèå ÷èñëà è äåéñòâèÿ íàä íèìè.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �3
Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìàì ¾×èñëîâûå ôóíêöèè¿ è

¾Ñèñòåìàòè÷åñêèå ÷èñëà¿.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �4
Öåïíûå äðîáè è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ïîäõîäÿùèå äðîáè

è èõ ñâîéñòâà.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �5
Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè è áåñêîíå÷íûå öåïíûå

äðîáè.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �6
Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìå ¾Öåïíûå äðîáè¿.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �7
×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ñîñòàâ-

íîìó ìîäóëþ è ïîëå ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �8
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà è åå ñâîéñòâà.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �9
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òåîðåìà Ýéëåðà è Ôåðìà.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �10
Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìå ¾×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ¿.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �11
Ñðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé. Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé

ñòåïåíè.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �12
Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ, ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �13
Ñèñòåìû ñðàâíåíèé, ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �14
Ñðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è

íåâû÷åòû.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �15
Ïîêàçàòåëè è èõ ñâîéñòâà.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �16
Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ, àëãîðèòì íà-

õîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé. Èíäåêñû. Ðåøåíèå ñðàâ-
íåíèé ñ ïîìîùüþ èíäåêñîâ.
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �17
Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìàì ¾Ñðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé

âåëè÷èíîé¿ è ¾Ñòåïåííûå âû÷åòû¿.

4.5.3 Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà � 42 ÷àñà

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ñòóäåíòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
âèä ó÷åáíîãî òðóäà, ïîçâîëÿþùèé öåëåíàïðàâëåííî ôîð-
ìèðîâàòü è ðàçâèâàòü ñàìîñòîÿòåëüíîñòü ñòóäåíòà êàê ëè÷-
íîñòíîå êà÷åñòâî ïðè âûïîëíåíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ çàäà-
íèé è ïðîðàáîòêå äîïîëíèòåëüíîãî ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà.

Äëÿ óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ çàäàíèé, íàïèñà-
íèÿ ðåôåðàòîâ è ïîäãîòîâêè ê êîëëîêâèóìó, ïîìèìî ìà-
òåðèàëîâ ëåêöèîííûõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, íåîáõîäèìî
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èñïîëüçîâàòü îñíîâíóþ è äîïîëíèòåëüíóþ ëèòåðàòóðó, óêà-
çàííóþ íà ñòð. 204 íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ. Êðîìå òîãî, ñòóäåí-
òàì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ ïî îñ-
íîâíûì òåìàì êóðñà, îöåíêè çà êîòîðûå ó÷èòûâàþòñÿ ïðè
âûñòàâëåíèè îöåíîê íà ýêçàìåíå.

� Òåìû Êîë-âî
÷àñîâ

Ôîðìû
îò÷åòíîñòè

Ñðîêè

1 Àñèìïòîòè÷åñêèé
çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë

4 Ðåôåðàò ôåâðàëü

2 Èñòîðèÿ
ðàçâèòèÿ òåîðèè
÷èñåë

6 Ðåôåðàò ôåâðàëü

3 Íàèëó÷øèå
ïðèáëèæåíèÿ
äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë

8 Êîëëîêâèóì ìàðò

4 Ðàçëè÷íûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ
ñðàâíåíèé ïåðâîé
ñòåïåíè

6 Ðàñ÷åòíîå
çàäàíèå

ìàðò

5 Ñðàâíåíèÿ n-îé
ñòåïåíè ïî
ñîñòàâíîìó
ìîäóëþ. Ñèìâîë
Ëåæàíäðà è
ßêîáè

12 Êîëëîêâèóì àïðåëü

6 Ïåðâîîáðàçíûå
êîðíè ïî
ìîäóëÿì p è 2p.
Àëãåáðàè÷åñêèå è
òðàíñöåíäåíòíûå
÷èñëà

6 Ðåôåðàò ìàé
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4.5.4 Òåìû êóðñîâûõ ðàáîò

1. Èñòîðèÿ ñòàíîâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ òåîðèè ÷èñåë.
2. Ï. Ë. ×åáûøåâ, åãî âêëàä â òåîðèþ ÷èñåë.
3. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíîì ðÿäó è â

àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ.
4. Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè è öåïíûå äðîáè.
5. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñðàâíåíèé n-îé ñòåïåíè.
6. Çàêîí âçàèìíîñòè êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ.
7. Ñðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ.
8. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà.
9. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ.

5. ÂÎÏÐÎÑÛ Ê ÝÊÇÀÌÅÍÓ

1. ×èñëîâûå ôóíêöèè {x}, [x], τ (x), σ(x), µ(x).
2. Ôóíêöèÿ π(x) è íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.
3. Ïîçèöèîííûå è íåïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Ñè-

ñòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
4. Ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ê äðóãîé. Äâà ñïî-

ñîáà.
5. Öåïíûå äðîáè. Ïîäõîäÿùèå äðîáè, èõ ñâîéñòâà.
6. Âûâîä ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë:

Pk = Pk−1qk + Pk−2; Qk = Qk−1qk + Qk−2.
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7. Âûâîä ôîðìóëû:

Pk−1Qk − PkQk−1 = (−1)k.

8. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà:
∣∣∣∣α−

Pk

Qk

∣∣∣∣ <
1

QkQk+1
<

1

Q2
k

.

9. ×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ, èõ ñâîéñòâà.
10. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî äàííîìó ìîäóëþ.
11. Ïîëíàÿ è ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ, èõ ñâîéñòâà.
12. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà, å¼ ñâîéñòâà, ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ.
13. Òåîðåìà Ýéëåðà è Ôåðìà, èõ ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ

çàäà÷.
14. Ñðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé, òåîðåìû î ðàâíî-

ñèëüíîñòè ñðàâíåíèé.
15. Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé ïåðåìåííîé. Ñëó÷àé,

êîãäà (a, m) = 1.
16. Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé ïåðåìåííîé. Ñëó÷àé,

êîãäà (a, m) = d è b ... d.
17. Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé ïåðåìåííîé. Ñëó÷àé,

êîãäà (a, m) = d è b 6 ... d.
18. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.
19. Ñèñòåìû ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé ïåðåìåííîé.
20. Ñðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Ìå-

òîäû èõ ðåøåíèÿ.
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21. Ñðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Òåîðå-
ìà î ÷èñëå êâàäðàòíûõ âû÷åòîâ è íåâû÷åòîâ.

22. Êðèòåðèé Ýéëåðà î êâàäðàòíûõ âû÷åòàõ.
23. Ñòåïåííûå âû÷åòû. Ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ. Ñâîéñòâà

ïîêàçàòåëåé.
24. Òåîðåìà î ÷èñëå êëàññîâ âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ äàí-

íîìó ïîêàçàòåëþ.
25. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Òåîðåìà î ÷èñëå ïåðâîîáðàçíûõ

êîðíåé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Àëãîðèòì èõ âû÷èñëåíèÿ.
26. Èíäåêñû, èõ ñâîéñòâà.
27. Ïðèìåíåíèå èíäåêñîâ ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèé.

6. ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ×ÈÑÅË

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ îñíîâíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè ÷èñåë
íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ èç êóð-
ñà ¾Òåîðèÿ äåëèìîñòè â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë¿, ïîýòîìó ïî-
âòîðèòå ðàíåå èçó÷åííûé ìàòåðèàë (¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Íå
óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðèâåäåì íèæå ðÿä óòâåðæäåíèé, êàñà-
þùèõñÿ äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë, à òàêæå âçàèìíî ïðîñòûõ
÷èñåë è èõ ñâîéñòâ.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Åñëè a ... c è b ... c, òî (a + b) ... c.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê a ... c è, êðîìå òîãî, b ... c,

òî ∃q, t ∈ Z | a = cq è b = ct. Íî òîãäà a + b = cq + ct =

= c(q + t). Ïîñêîëüêó q + t � öåëîå ÷èñëî, òî a + b äåëèòñÿ
íà c. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Åñëè ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðî-
ñòû è a ... a1, à b ... b1, òî ÷èñëà a1 è b1 âçàèìíî ïðîñòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê (a, b) = 1, òî ∃x, y ∈
∈ Z | ax + by = 1 (ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Íî ïî óñëîâèþ
a = a1q, b = b1t, à ïîòîìó a1(qx) + b1(ty) = 1. Ýòî ðàâåí-
ñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî a1 è b1 âçàèìíî ïðîñòû. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. Åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë
a · b äåëèòñÿ íà c, è a âçàèìíî ïðîñòî ñ c, òî b äåëèò-
ñÿ íà c.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê (a, c) = 1, òî ∃x, y ∈
∈ Z | ax + cy = 1. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà b,
ïîëó÷èì: abx + cby = b. Ïî óñëîâèþ ab ... c, ñëåäîâàòåëüíî,
ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1)
äåëèòñÿ íà c. Íî òîãäà è ïðàâàÿ ÷àñòü òîæå äåëèòñÿ íà c,
ò.å. b ... c. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 4. Åñëè äâà ÷èñëà a è b âçàèìíî
ïðîñòû ñ òðåòüèì ÷èñëîì c, òî è èõ ïðîèçâåäåíèå âçàèì-
íî ïðîñòî ñ c. Âåðíî è îáðàòíîå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò
ïðîòèâíîãî. Ïóñòü (ab, c) = d > 1. Òîãäà c ... d. Òàê êàê ïî
óñëîâèþ (a, c) = 1, òî ïî óòâåðæäåíèþ 2 è (a, d) = 1. Ïî-
ñêîëüêó ab ... d è (a, d) = 1, òî ïî óòâåðæäåíèþ 3 b ... d. Çíà÷èò,
d ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë b è c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ î òîì, ÷òî ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî (ab, c) = 1.

Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ïðîèçâå-
äåíèå ab âçàèìíî ïðîñòî ñ c. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà
÷èñëà a è b ïî îòäåëüíîñòè âçàèìíî ïðîñòû ñ c. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷è-
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ñåë íå âçàèìíî ïðîñòî ñ c, íàïðèìåð, (a, c) = l > 1 ⇒
⇒ (a ... l) & (c ... l). Íî òîãäà è ab ... l. Èìååì: l � îáùèé äåëè-
òåëü ÷èñåë ab è c, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê (ab, c) = 1.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî (a, c) = 1 è
(b, c) = 1. Óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 4′. Åñëè êàæäîå èç ÷èñåë
a1, a2, . . . am âçàèìíî ïðîñòî ñ êàæäûì èç ÷èñåë
b1, b2, . . . bn, òî è ïðîèçâåäåíèå a1 · a2 · . . . · am âçàèìíî
ïðîñòî ñ ïðîèçâåäåíèåì b1 · b2 · . . . · bn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì: (ai, bk) = 1, ãäå i =

= 1, 2, . . . , m, k = 1, 2, . . . , n. Òîãäà â ñèëó óòâåðæäå-
íèÿ 4 ïîëó÷èì: (a1 · a2, bk) = 1, (a1 · a2 · a3, bk) = 1 è ò.ä. Â
êîíöå êîíöîâ ïðèäåì ê òîìó, ÷òî (a1 · a2 · . . . · am, bk) = 1,
ò.å. ïðîèçâåäåíèå a1 · a2 · . . . · am = A âçàèìíî ïðîñòî ñ
bk (k = 1, 2, . . . , n). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, áóäåì èìåòü
(A, b1) = (A, b1 · b2) = . . . = (A, b1 · b2 · . . . · bn) = 1, ò.å.
a1 · a2 · . . . · am âçàèìíî ïðîñòî ñ b1 · b2 · . . . · bn. Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 5. Åñëè ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðî-
ñòû, òî ëþáûå èõ íàòóðàëüíûå ñòåïåíè � âçàèìíî ïðî-
ñòûå ÷èñëà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèâ â óòâåðæäåíèè 4′

a1 = a2 = . . . = am = a è b1 = b2 = . . . = bn = b, ïîëó-
÷èì: (am, bn) = 1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 6. Ïóñòü n = pα1
1 ·pα2

2 ·. . .·pαk
k � êà-

íîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Äëÿ òîãî,
÷òîáû íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ÿâëÿëîñü äåëèòåëåì ÷èñëà n,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà
d âõîäèëè â ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÷èñëà n ñ ïîêàçà-
òåëÿìè ñòåïåíè íå ìåíüøèìè òåõ, â êàêèõ îíè âõîäÿò â
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ðàçëîæåíèè ÷èñëà d:

d = pβ1
1 · pβ2

2 · . . . · pβk
k , ïðè÷åì 0 6 βi 6 αi (i = 1, 2, . . . , k).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü n ... d ⇒ n = dq, q ∈ Z. Åñ-

ëè áû äåëèòåëü d èìåë â ñâîåì ðàçëîæåíèè ïðîñòîé ìíîæè-
òåëü, êàêîãî íåò â ðàçëîæåíèè n, èëè â ðàçëîæåíèè d áûë
áû ïðîñòîé ìíîæèòåëü â ñòåïåíè áîëüøåé, ÷åì îí âõîäèò â
ðàçëîæåíèå n, òî òîãäà äëÿ îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà áûëè
áû äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ n è dq íà ïðîñòûå ìíîæè-
òåëè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè (ñì.
¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè
÷èñëà d âõîäÿò â ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÷èñëà n ñ ïîêà-
çàòåëÿìè βi, ãäå 0 6 βi 6 αi. Ïîýòîìó âñå äåëèòåëè ÷èñëà
n èìåþò âèä d = pβ1

1 · pβ2
2 · . . . · pβk

k , ãäå 0 6 βi 6 αi.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Åñëè d = pβ1

1 · pβ2
2 · . . . · pβk

k è âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ 0 6 βi 6 αi, òî áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåí-
ñòâî n = dq, ãäå çà ÷èñëî q ñëåäóåò âçÿòü ïðîèçâåäåíèå âñåõ
òåõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, êîòîðûå âõîäÿò â n è íå âõîäÿò
â d, è óìíîæèòü åãî íà îáùèå äëÿ n è d ïðîñòûå äåëèòåëè,
âçÿâ èõ ñ ïîêàçàòåëÿìè, ðàâíûìè ðàçíîñòÿì ïîêàçàòåëåé, ñ
êîòîðûìè îíè âõîäÿò â ÷èñëî n è ÷èñëî d. Òàêèì îáðàçîì,
âûðàæåíèÿ âèäà d = pβ1

1 ·pβ2
2 · . . . ·pβk

k , ãäå 0 6 βi 6 αi, áóäóò
ÿâëÿòüñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà n. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ãëàâà I. ×èñëîâûå ôóíêöèè

�1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîé ôóíêöèè
1. Îïðåäåëåíèå ÷èñëîâîé ôóíêöèè.
Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ÷èñëî-

âîé, åñëè îíà îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
x.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ ìíîãèå ôóíêöèè èç êóðñà
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè, íàïðèìåð,
ex, sin x, loga x è äðóãèå. Â òåîðèè ÷èñåë ðàññìàòðèâàþòñÿ
òàêèå ÷èñëîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå:

à) ëèáî îïðåäåëåíû òîëüêî ïðè íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòà;

á) ëèáî ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ
ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíûìè òî÷êàìè, îïðåäåëÿþùèìè âåëè÷è-
íó ôóíêöèè â äðóãèõ òî÷êàõ.
2. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáî-
âàíèÿì:

1). ∀a ∈ N f (a) 6= 0;

2). ∀a, b ∈ N | (a, b) = 1 → f (a · b) = f (a) · f (b).

Ò å î ð å ì à 1. Åñëè f (x) ìóëüòèïëèêàòèâíà, òî
f (1) = 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì: ∀x ∈ N f (x) ìóëüòè-
ïëèêàòèâíà, ïðè÷åì

f (x) = f (x · 1) = f (x) · f (1) → f (1) = 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü äàíà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ôóíêöèÿ f (x) è íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . as ïîïàðíî
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âçàèìíî ïðîñòû, ò.å. ∀i 6= j (ai, aj) = 1. Òîãäà

f (a1 · a2 · . . . · as) = f (a1) · f (a2) · . . . · f (as).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ÷èñëó ñîìíîæèòåëåé:

1) Ïóñòü s = 2. Òîãäà

f (a1 · a2) = f (a1) · f (a2).

Ýòî ðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ôóíêöèè.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ s = k− 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

f (a1 · a2 · . . . · ak−1) = f (a1) · f (a2) · . . . f (ak−1).

3) Ïóñòü s = k. Òîãäà

f (a1 · a2 · . . . · ak−1 · ak) = f (A · ak),

ãäå A = a1 · a2 · . . . · ak−1 ∈ N.

Íî ÷èñëà A è ak â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4′ âçàèìíî ïðîñòû.
Ïîýòîìó áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî:

f (A · ak) = f (A) · f (ak) = f (a1) · f (a2) · . . . · f (ak−1) · f (ak).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ò å î ð å ì à 3. Åñëè êàíîíè÷åñêàÿ çàïèñü ÷èñëà n

èìååò âèä n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k , à f (n) � ìóëüòèïëè-

êàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

f (n) = f (pα1
1 ) · f (pα2

2 ) · . . . · f (p
αk
k ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû âûòå-
êàåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëà pα1

1 , pα2
2 , . . . , p

αk
k ïîïàðíî âçàèìíî

ïðîñòû (â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 5), è èç òåîðåìû 2.
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Ñ â î é ñ ò â î. Ïðîèçâåäåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
ôóíêöèé åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíû äâå ìóëüòèïëèêà-
òèâíûå ôóíêöèè f1(x) è f2(x). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ
f (x) = f1(x) · f2(x) áóäåò òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

1. f (1) = f1(1) · f2(1) = 1 · 1 = 1;

2. ∀a, b ∈ N | (a, b) = 1, èìååì:
f (a · b) = f1(a · b) · f2(a · b) = f1(a) · f1(b) · f2(a) · f2(b) =

= f1(a) · f2(a) · f1(b) · f2(b) = f (a) · f (b).

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

�2. Ïðèìåðû ÷èñëîâûõ ôóíêöèé
1. Öåëàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà [x].
Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Öåëîé ÷àñòüþ äåéñòâèòåëüíîãî

÷èñëà x íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõî-
äÿùåå x, ò.å. [x] 6 x < [x] + 1. Îáîçíà÷åíèå: f (x) = [x].

Ãðàôèê ôóíêöèè y = [x] èìååò âèä:

-

6

0 1

1

x

y

r -

r -

r -

r -

r -

r -

r -

y = [x]

Ç à ä à ÷ à 1. Âû÷èñëèòü: à) [3,12]; á) [0,5]; â)[−1,5].
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Ð å ø å í è å. à) [3,12] = 3; á) [0,5] = 0; â) [−1,5] = −2.
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ôóíêöèè y = [x] äëÿ ðåøåíèÿ

íåêîòîðûõ çàäà÷.
Ç à ä à ÷ à 2. Ñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðå-

âîñõîäÿùèõ n, äåëÿòñÿ íà m?
Ð å ø å í è å. Ðàçäåëèì n íà m ñ îñòàòêîì: n = mq + r,

ãäå 0 6 r < m. ×èñëà, êðàòíûå m, ñóòü: m, 2m, . . . , qm.
Èõ êîëè÷åñòâî áóäåò ðàâíî q. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç

n = mq + r ñëåäóåò, ÷òî
n

m
= q +

r

m
. Òàê êàê 0 6

r

m
< 1, òî[

n

m

]
òîæå ðàâíî q.

Ôóíêöèÿ y = [x] ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïîêàçàòåëü, ñ êî-
òîðûì äàííîå ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå n!

Ò å î ð å ì à 4. Ïîêàçàòåëü, ñ êîòîðûì ïðîñòîå ÷èñëî
p âõîäèò â ðàçëîæåíèå n!, ðàâåí

α =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ . . . + 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ðÿä
[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ . . .

îáðûâàåòñÿ íà òîì ìåñòå k, íà êîòîðîì pk ïðåâçîéäåò n.
Ïîíÿòíî, ÷òî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . , n åñòü

[
n

p

]
÷èñåë,

êðàòíûõ p,
[

n

p2

]
� êðàòíûõ p2, . . . ,

[
n

pk

]
� êðàòíûõ pk.

Êàæäîå ÷èñëî 1, 2, . . . , n, êðàòíîå p, íî íå êðàòíîå p2,

äàåò â ïðîèçâåäåíèè n! = 1 · 2 · . . . · n îäèí ïðîñòîé ìíîæè-
òåëü, ðàâíûé p. ×èñëà, êðàòíûå p2, íî ïðè ýòîì íå êðàòíûå
p3, äàþò äâà òàêèõ ìíîæèòåëÿ è ò.ä. Ïîýòîìó, îáùåå ÷èñëî
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ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé, ðàâíûõ p, â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæå-
íèè n! òàêîâî:

α =

[
n

p

]
−

[
n

p2

]
+ 2

([
n

p2

]
−

[
n

p3

])
+

+3

([
n

p3

]
−

[
n

p4

])
+ . . . + k

([
n

pk

]
−

[
n

pk+1

])
.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì, ÷òî

α =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
. . . +

[
n

pk

]
+ 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ä à ÷ à 3. Íàéòè ïîêàçàòåëü α, ñ êîòîðûì ÷èñëî 3

âõîäèò â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå 50! íà ïðîñòûå ìíîæè-
òåëè.

Ð å ø å í è å. Ïðèìåíèì ê óñëîâèþ çàäà÷è òîëüêî ÷òî
äîêàçàííóþ òåîðåìó. Ïîëó÷èì: α =

[
50

3

]
+

[
50

9

]
+

[
50

27

]
+0 =

= 16 + 5 + 1 = 22.

2. Äðîáíàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà {x}.
Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Äðîáíàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíî-

ãî ÷èñëà x îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü ÷èñëà x è åãî öåëîé
÷àñòè: {x} df

= x− [x].
Ãðàôèê ôóíêöèè y = {x} èìååò âèä:

-

6

0 1

1

x

y

r r r r r r r¡
¡¡µ

¡
¡¡µ

¡
¡¡µ

¡
¡¡µ

¡
¡¡µ

¡
¡¡µ

¡
¡¡µ

y = {x}
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Ç à ä à ÷ à 4. Âû÷èñëèòü: à) {3,12}; á) {0,5}; â) {−1,5}.
Ð å ø å í è å. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè {x}, ïî-

ëó÷èì:
à) {3,12} = 3,12− 3 = 0,12;
á) {0,5} = 0,5− 0 = 0,5;
â) {−1,5} = −1,5− (−2) = 0,5.
3. Êîëè÷åñòâî τ (n) íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n.
Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n çàäàíî â

êàíîíè÷åñêîì âèäå: n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k . Òîãäà

τ (n) = (α1 + 1) · (α2 + 1) · . . . · (αk + 1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìû çíàåì, ÷òî êàæäûé äåëè-
òåëü d ÷èñëà n áóäåò ïðåäñòàâèì â âèäå êàíîíè÷åñêîãî ðàç-
ëîæåíèÿ d = pβ1

1 · pβ2
2 · . . . · pβk

k , ïðè÷åì 0 6 βi 6 αi (ñì.
¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿, óòâåðæäåíèå 6).

×òîáû íàéòè ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, íåîáõîäè-
ìî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé
äëÿ β1, β2, . . . , βk, îòâå÷àþùèõ óñëîâèÿì 0 6 βi 6 αi, òàê
êàê ðàçëè÷íûì êîìáèíàöèÿì çíà÷åíèé β1, β2, . . . , βk ñî-
îòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ÷èñëà d. Ïîñêîëüêó β1, β2, . . . , βk

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî
α1 + 1, α2 + 1, . . . , αk + 1 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, òî îáùåå
÷èñëî òàêèõ êîìáèíàöèé áóäåò

(α1 + 1) · (α2 + 1) · . . . · (αk + 1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

τ (n) = (α1 + 1) · (α2 + 1) · . . . · (αk + 1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ç à ä à ÷ à 5. Íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòå-
ëåé ÷èñëà 1000000.

Ð å ø å í è å. τ (1000000) = τ (26·56) = (6+1)·(6+1) = 49.

4. Ñóììà σ(n) íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n.

Ï ð è ì å ð. Íàéòè ñóììó íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà
18.

Ð å ø å í è å. σ(18) = 1 + 2 + 3 + 6 + 9 + 18 = 39.

Ò å î ð å ì à 6. Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n çàäàíî â
êàíîíè÷åñêîì âèäå: n = pα1

1 · pα2
2 · . . . · pαk

k . Òîãäà

σ(n) =
pα1+1

1 − 1

p1 − 1
· p

α2+1
2 − 1

p2 − 1
· . . . · p

αk+1
k − 1

pk − 1
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîñòàâèì ïðîèçâåäåíèå

(p0
1 + p1

1 + p2
1 + . . . + pα1

1 ) · (p0
2 + p1

2 + p2
2 + . . . + pα2

2 ) · . . .×
×(p0

k + p1
k + p2

k + . . . + p
αk
k ).

Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè, òî ìû ïîëó÷èì ñóììó ÷ëåíîâ âèäà:
pβ1

1 · pβ2
2 · . . . · pβk

k , ãäå 0 6 βi 6 αi, i = 1, 2, . . . , k. Íî âñå
òàêèå ÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà n (ñì. ¾Ïðåäâàðè-
òåëüíûå ñâåäåíèÿ¿, óòâåðæäåíèå 6), ïðè÷åì êàæäûé äåëè-
òåëü âõîäèò â ñóììó òîëüêî îäèí ðàç. Ïîýòîìó ïðîèçâåäå-
íèå óêàçàííûõ âûøå ñêîáîê ðàâíî ñóììå âñåõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé ÷èñëà n.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ñóììà â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñî çíàìåíàòåëåì pi, i =

= 1, 2, . . . , k. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì:

σ(n) =
pα1+1

1 − 1

p1 − 1
· p

α2+1
2 − 1

p2 − 1
· . . . · p

αk+1
k − 1

pk − 1
.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ä à ÷ à 6. Âû÷èñëèòü σ(18).
Ð å ø å í è å. σ(18) = σ(2 · 32) =

22 − 1

2− 1
· 3

3 − 1

3− 1
= 3 · 13 =

= 39.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå. Ñèìâîëîì
∑
d|n

áóäåì îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ ñóììó, â êîòîðîé ñóììèðîâà-
íèå ïðîâåäåíî ïî âñåì äåëèòåëÿì d ÷èñëà n, èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, ñóììó, ðàñïðîñòðàíåííóþ íà âñå äåëèòåëè íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n.

Ò å î ð å ì à 7. Åñëè êàíîíè÷åñêàÿ çàïèñü ÷èñëà n

èìååò âèä n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k , à f (n) � ìóëüòèïëè-

êàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òî∑

d|n
f (n) = [1 + f (p1) + f (p2

1) + . . . + f (pα1
1 )]×

×[1 + f (p2) + f (p2
2) + . . . + f (pα2

2 )]× . . .× (1)
×[1 + f (pk) + f (p2

k) + . . . + f (p
αk
k )].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû
(1) ðàñêðîåì ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà è ó÷òåì, ÷òî
ïî òåîðåìå 3

f (pβ1
1 ) · f (pβ2

2 ) · . . . f (p
βk
k ) = f (pβ1

1 ·β2
2 · . . . · pβk

k ),

ïðè÷åì ïðîèçâåäåíèå pβ1
1 ·pβ2

2 · . . . ·pβk
k � åñòü äåëèòåëü ÷èñëà

n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôîðìóëû äëÿ τ (n) è σ(n), âûâåäåííûå âûøå, åñòü ÷àñò-
íûå ñëó÷àè îáùåé ôîðìóëû (1). ×òîáû âûâåñòè ôîðìó-
ëó äëÿ τ (n), äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü f (n) = 1. Òîãäà ñëå-
âà ïîëó÷èòñÿ ñóììà åäèíèö, ïðè÷åì èõ ÷èñëî ðàâíî ÷èñ-
ëó äåëèòåëåé n, ò.å. τ (n), à ñïðàâà � ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë
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α1 + 1, α2 + 1, . . . , αk + 1. Â ñâîþ î÷åðåäü, ôîðìóëà äëÿ
σ(n) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðèíÿòü f (n) = n (ýòà ôóíêöèÿ ìóëü-
òèïëèêàòèâíà, ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî!). Òîãäà ñëåâà ïî-
ëó÷èòñÿ ñóììà âñåõ äåëèòåëåé n, à ñïðàâà � ïðîèçâåäåíèå

(1 + p1
1 + p2

1 + . . . + pα1
1 ) · (1 + p1

2 + p2
2 + . . . + pα2

2 ) · . . .×
×(1 + p1

k + p2
k + . . . + p

αk
k ).

Ç à ì å ÷ à í è å. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1) ìîæíî ïîëó-
÷èòü è íîâûå ôîðìóëû. Ïîëàãàÿ, ê ïðèìåðó, f (n) = nλ (ñà-
ìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íà!), âûâîäèì, ÷òî ïðè n = pα1

1 · pα2
2 · . . . · pαk

k∑

d|n
nλ = (1+pλ

1+p2λ
1 +. . .+pλα1

1 )·(1+pλ
2+p2λ

2 +. . .+pλα2
2 )·. . .×

×(1 + pλ
k + p2λ

k + . . . + p
λαk
k ) =

=
pλα1+1

1 − 1

pλ
1 − 1

· p
λα2+1
2 − 1

pλ
2 − 1

· . . . · p
λαk+1
k − 1

pλ
k − 1

.

5. Ôóíêöèÿ Ìåáèóñà.
Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Ôóíêöèåé Ìåáèóñà µ(n) íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåí-
íàÿ íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ(p) = −1, µ(pk) = 0, k > 2.

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ìå-
áèóñà, åå ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) µ(1) = 1;

2) µ(n) = 0, åñëè n äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà,
ò. å. åñëè â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå n âõîäèò õîòÿ áû îäèí
ïðîñòîé ìíîæèòåëü â ñòåïåíè, áîëüøåé, ÷åì ïåðâàÿ;
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3) µ(p1p2 . . . ps) = (−1)s, åñëè âñå ïðîñòûå ÷èñëà
p1, p2, . . . , ps ðàçëè÷íû.

Ï ð è ì å ð û.
1. µ(90) = µ(2 · 32 · 5) = 0;

2. µ(77) = µ(7 · 11) = 1;

3. µ(59) = µ(23 · 7) = 0;

4. µ(105) = µ(3 · 5 · 7) = −1.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:
Ò å î ð å ì à 8.

∑

d|n
µ(d) =

{
1, åñëè n = 1,

0, åñëè n > 1.
(2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1) Ïóñòü n = 1. Òîãäà èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà µ(1) = 1

(ïî îïðåäåëåíèþ).
2) Ïóñòü n > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå ðàç-

ëîæåíèå n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαs
s . Äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ d

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ñîäåðæàùåãî õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå
÷èñëî â ñòåïåíè, áîëüøåé ÷åì ïåðâàÿ, µ(d) = 0; ïîýòîìó â
ñóììå (2) ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî äåëèòåëè ïðîèçâåäåíèÿ
p1p2 . . . ps. Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà p1p2 . . . ps, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè k ïðîñòûõ ÷èñåë èç äàííûõ, ðàâíî,
î÷åâèäíî, êîëè÷åñòâó âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà {p1, p2, . . . , ps}, êîòîðûå ñîñòîÿò èç k ÷èñåë, ò.å. ðàâ-
íî ÷èñëó ñî÷åòàíèé Ck

s . Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó áèíî-
ìà Íüþòîíà, ïîëó÷àåì:

∑

d|n
µ(d) =

∑

d|p1p2...ps

µ(d) = µ(1) +
∑

i
16i6s

µ(pi)+
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+
∑
i, j

16i6j6s

µ(pipj) + . . . = 1− C1
s + C2

s − . . . + (−1)sCs
s =

= (1− 1)s = 0,

ãäå Ck
s � ñîîòâåòñòâóþùèå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

�3. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë

1. Àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñ-
òûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π(x) ôóíêöèþ, îïðåäåëÿþ-
ùóþ êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë íà ïðîìåæóòêå [ 2, x) íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà.

Íà ïðîòÿæåíèè äâóõ âåêîâ (XVIII�XIX) åâðîïåéñêèå ìà-
òåìàòèêè Ê. Ô. Ãàóññ, À. Ì. Ëåæàíäð è ðóññêèå ìàòåìàòè-
êè (Ï. Ë. ×åáûøåâ è äð.) ïûòàëèñü íàéòè ôîðìóëó äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé ïî-
êàçàëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíîì
ðÿäó íåðàâíîìåðíî è ïîä÷èíÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì çàêîíî-
ìåðíîñòÿì.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî
(òåîðåìà Åâêëèäà) è â íàòóðàëüíîì ðÿäó âñòðå÷àþòñÿ ïàðû
ïðîñòûõ ÷èñåë, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà äâå åäèíè-
öû. Íàïðèìåð: 11 è 13, 17 è 19, 41 è 43. Òàêèå ïàðû ïðî-
ñòûõ ÷èñåë íàçâàëè áëèçíåöàìè. Âîïðîñ îá èõ êîíå÷íîñòè
èëè áåñêîíå÷íîñòè íå ðåøåí äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, â íàòóðàëüíîì ðÿäó ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî
äëèííûå ïðîìåæóòêè, íå ñîäåðæàùèå ïðîñòûõ ÷èñåë (òåî-
ðåìà îá èíòåðâàëàõ). Íàïðèìåð, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, (n + 1)! + 4, . . . , (n + 1)! + n
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ïðè n →∞ âñå ÷èñëà áóäóò ñîñòàâíûìè.
Ïîñêîëüêó èç-çà ñëîæíîãî õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî-

ñòûõ ÷èñåë ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè π(x) íàéòè íå
óäàëîñü, ìàòåìàòèêè ïîïûòàëèñü ïîëó÷èòü åå àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïðèáëèæåíèå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Äâå ôóíêöèè f (x) è ϕ(x) íàçû-
âàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíûìè ïðè x → ∞, åñëè îíè
áåñêîíå÷íî âåëèêè ïðè x → ∞ è ïðåäåë èõ îòíîøåíèÿ ðà-
âåí 1, ò.å. lim

x→∞
f (x)

ϕ(x)
= 1. Ïèøóò: f (x) ∼ ϕ(x).

Ãàóññ ïðåäïîëîæèë, ÷òî

π(x) ≈
x∫

2

dt

ln t
.

Ïîçäíåå, â 1808 ãîäó ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ëåæàíäð
îïóáëèêîâàë ãèïîòåçó, ñîãëàñíî êîòîðîé

π(x) ∼ x

ln x− 1, 08366
.

Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ äîêàçàíû íå áûëè.
Áîëüøîé âêëàä â ðåøåíèå âîïðîñà î ðàñïðåäåëåíèè ïðî-

ñòûõ ÷èñåë âíåñ ðóññêèé ìàòåìàòèê Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷ ×å-
áûøåâ (1821�1894). Â 1849 ãîäó îí äîêàçàë, ÷òî

π(x) ∼ x

ln x
.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî
çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Îíî ðàâíîñèëüíî
óòâåðæäåíèþ π(x) ∼ li(x), ãäå ôóíêöèÿ

li(x) =

x∫

2

dt

ln t
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íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ëîãàðèôìîì äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà x.

Ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî çàêîíà ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë Ï. Ë. ×åáûøåâó íå óäàëîñü � îí íå
äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
x→∞

(
π(x)÷ x

ln x

)
= 1,

à òîëüêî ñòðîãî äîêàçàë äâîéíîå íåðàâåíñòâî
0,92129 < π(x)÷ x

ln x
< 1,10555

(êîòîðîå ïîëó÷èëî íàçâàíèå � íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà) è
óñòàíîâèë ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Ò å î ð å ì à 9. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà n > 3 ìåæäó ÷èñëàìè n è 2n− 2 ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû
îäíî ïðîñòîå ÷èñëî.

Òîëüêî â êîíöå XIX âåêà (â 1896 ãîäó), èñïîëüçóÿ ðå-
çóëüòàòû Ï. Ë. ×åáûøåâà è Á. Ðèìàíà, ïî÷òè îäíîâðåìåí-
íî, ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Æ. Àäàìàð è áåëüãèéñêèé ìà-
òåìàòèêØ. Âàëëå Ïóññåí äîêàçàëè àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë.
2. Ïðîñòûå ÷èñëà â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññè-

ÿõ. Íàòóðàëüíûé ðÿä ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèåé ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 1 è è ðàçíîñòüþ 1. Ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííî áûëî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè
èçó÷åíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíîì ðÿ-
äó è ïðè ðåøåíèè âîïðîñà î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë â
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ïðîãðåññèé, â êîòîðûé ïåðâûé ÷ëåí a è ðàçíîñòü d âçàèìíî
ïðîñòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè áóäóò
äåëèòüñÿ íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è d è â ïðî-
ãðåññèè íå áóäåò ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñëó÷àé, êîãäà (a, d) = 1,
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ðàññìîòðåë íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ë. Äèðèõëå. Â 1837 ã. îí
äîêàçàë ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû Åâêëèäà:

Ò å î ð å ì à 10 (Ä è ð è õ ë å). Åñëè (a, d) = 1, òî
ïðîãðåññèÿ

a, a + d, . . . , a + (n− 1)d, . . . (3)

ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë.
Åùå äî ýòîãî òåîðåìà î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðî-

ñòûõ ÷èñåë â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ áûëà äîêàçàíà
äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè.
Äîêàæåì äëÿ ïðèìåðà ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Ò å î ð å ì à 11. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà
p = 4n− 1 áåñêîíå÷íî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàâåíñòâà

(4m + 1)(4n + 1) = 16mn + 4m + 4n + 1

âèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ
ïðè äåëåíèè íà 4 äàåò â îñòàòêå 1, èìååò òîò æå îñòàòîê 1
ïðè äåëåíèè íà 4. Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî íè îäíî ÷èñëî âèäà
4n−1 íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå ìíîæèòåëåé
âèäà 4n + 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4n−1

êîíå÷íî è ñîñòîèò èç ÷èñåë p1, p2, . . . , pk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
N ïðîèçâåäåíèå N = p1 ·p2 · . . . ·pk è ïîëîæèì M = 4N − 1.

Ìû âûÿñíèëè, ÷òî M íå ìîæåò ðàñêëàäûâàòüñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé âèäà 4m + 1, ò.å. èìååò õîòÿ
áû îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü p âèäà 4n− 1. Òàê êàê ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ p1, p2, . . . , pk � ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 4n− 1, òî
M = 4N−1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà îäíî èç ýòèõ ÷èñåë, íàïðè-
ìåð íà pj. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî 4N = 4p1 · p2 · . . . · pk
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äåëèòñÿ íà pj, à −1 íå äåëèòñÿ íà pj. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå óêàçûâàåò íà íåâåðíîñòü íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î
êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4n− 1. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç πa(d, x) êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷è-
ñåë â ïðîãðåññèè (3), íå ïðåâîñõîäÿùèõ x, òî òåîðåìà Äè-
ðèõëå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: åñëè (d, a) = 1, òî
lim

x→+∞
πa(d, x) = +∞. Àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí äëÿ πa(d, x)

èìååò âèä:
πa(d, x) ∼ x

ϕ(d) ln x
,

ãäå ϕ(d) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî èññëåäîâàíèÿ îòíîñèòåëü-

íî ñîäåðæàíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà â êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè ax2+bx+c x ïðîáåãàåò âñå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ,
äàæå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèè x2 + 1, äî ñèõ ïîð íå
èìåþò óñïåõà.
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Ãëàâà II. Ñèñòåìàòè÷åñêèå ÷èñëà

�1. Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

1. Íåïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ íàçûâàþò

ÿçûê äëÿ íàèìåíîâàíèÿ, çàïèñè ÷èñåë è âûïîëíåíèÿ äåé-
ñòâèé íàä íèìè.

×òîáû çàïèñàòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåííûõ èíäèâèäóàëüíûõ çíàêîâ, èñïîëüçóþò ðàçëè÷-
íûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ (íóìåðàöèè), êîòîðûå ìîæíî ðàç-
áèòü íà äâå îñíîâíûå ãðóïïû: íåïîçèöèîííûå è ïîçèöèîí-
íûå.

Â íåïîçèöèîííûõ ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ çíà÷åíèå êàæäîãî
èñïîëüçóåìîãî çíàêà íå çàâèñèò îò åãî ìåñòà â çàïèñè ÷èñëà.
Ê òàêèì ñèñòåìàì îòíîñÿòñÿ: äðåâíåãðå÷åñêàÿ, ñëàâÿíñêàÿ,
ãðóçèíñêàÿ, àðìÿíñêàÿ, åãèïåòñêàÿ, èåðîãëèôè÷åñêàÿ, ðèì-
ñêàÿ è äðóãèå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåêîòîðîå çíà÷åíèå ñîõðàíèëà ëèøü
ðèìñêàÿ íóìåðàöèÿ. Â íåé èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå çíàêè:
I � åäèíèöà, V � ïÿòü, X � äåñÿòü, L � ïÿòüäåñÿò, C � ñòî,
D � ïÿòüñîò, M � òûñÿ÷à.

Ïðàâèëà çàïèñè:
à) åñëè çíàê, èçîáðàæàþùèé ìåíüøåå ÷èñëî, ñòîèò ïî-

ñëå çíàêà, èçîáðàæàþùåãî áîëüøåå ÷èñëî, òî ïðîèçâîäèòñÿ
ñëîæåíèå: VII = 5+1+1 = 7, CLVI = 100+50+5+1 = 156.

á) åñëè çíàê, èçîáðàæàþùèé ìåíüøåå ÷èñëî, ñòîèò ïå-
ðåä çíàêîì, èçîáðàæàþùèì áîëüøåå ÷èñëî, òî ïðîèçâîäèò-
ñÿ âû÷èòàíèå: IX = 10 − 1 = 9, MCDXXIX = 1000 + 500 −
−100 + 10 + 10 + 10− 1 = 1429.
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2. Ïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Â ïîçèöèîííûõ
ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ çíà÷åíèå ïðèìåíÿåìûõ çíàêîâ (öèôð)
çàâèñèò îò ìåñòà, êîòîðîå ýòîò ñèìâîë çàíèìàåò â çàïèñè
÷èñëà. Íàïðèìåð, â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ èñïîëü-
çóþòñÿ öèôðû: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Èç íèõ îáðàçóþòñÿ
êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðàòêè-
ìè çàïèñÿìè ÷èñåë.

Â çàïèñè 3421 çíàê ¾3¿ îáîçíà÷àåò òðè òûñÿ÷è åäèíèö, à
â çàïèñè 123 ýòîò æå çíàê îáîçíà÷àåò òðè åäèíèöû, ò.å. â ïî-
çèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì g ñäâèã öèôðû
íà îäíî ìåñòî âëåâî âëå÷åò çà ñîáîé óâåëè÷åíèå åå çíà÷åíèÿ
â (g) ðàç, ãäå g � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ñèñòåìàòè÷åñêîé çàïèñüþ íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà N ïî îñíîâàíèþ g íàçûâàþò ïðåäñòàâëå-
íèå ýòîãî ÷èñëà â âèäå ñóììû:

N = ang
n + an−1g

n−1 + . . . + a1g + a0 =

n∑
i=0

aig
i,

ãäå êîýôôèöèåíòû an, an−1, . . . , a1, a0 ïðèíèìàþò çíà÷å-
íèÿ 0, 1, 2, . . . , g − 1, ïðè÷åì an 6= 0.

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ
ðàâíî g, òî ÷èñëî N ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å â âèäå:
akak−1 . . . a1a0g.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå èìåþò
ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ g = 10, g = 16, g = 2.

Ïåðâàÿ � èñòîðè÷åñêè ñâÿçàíà ñî ñ÷åòîì íà ïàëüöàõ è ìåò-
ðè÷åñêîé ñèñòåìîé ìåð, îíà íàèáîëåå óäîáíà ïðè âûïîëíå-
íèè äåéñòâèé íàä ÷èñëàìè; ïîñëåäíèå äâå � ñ ðàçâèòèåì
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè (ÂÌ) è èíôîðìàöèîííî-êîì-
ìóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé (ÈÊÒ). Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ
èçîáðàæåíèÿ öèôð â ÝÂÌ ïðèìåíÿþòñÿ ýëåìåíòû, ñïîñîá-
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íûå íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç íåñêîëüêèõ ðàçãðàíè÷åííûõ ñî-
ñòîÿíèé. ×èñëî òàêèõ ñîñòîÿíèé äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó
öèôð ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, ïðèìåíÿåìîé äëÿ ââîäà èíôîð-
ìàöèè.

Â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî áóäåò èìåòü âèä:

N = an · 10n + an−1 · 10n−1 + . . . + a1 · 10 + a0

èëè N = anan−1 . . . a1a010, ïðè÷åì
1 6 an 6 9

0 6 an−1 6 9

. . . . . . . . . . . . . . .

0 6 a0 6 9

Ìåñòî, çàíèìàåìîå öèôðîé â çàïèñè ÷èñëà, ñ÷èòàÿ ñïðàâà
íàëåâî, íàçûâàþò ðàçðÿäîì.

Òàê,
a0 � îïðåäåëÿåò ÷èñëî åäèíèö 1-ãî ðàçðÿäà;
a1 � îïðåäåëÿåò ÷èñëî åäèíèö 2-ãî ðàçðÿäà;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an � îïðåäåëÿåò ÷èñëî åäèíèö (n + 1)-ãî ðàçðÿäà.
Êàæäàÿ åäèíèöà ñëåäóþùåãî ðàçðÿäà â 10 ðàç áîëüøå

åäèíèöû ïðåäûäóùåãî ðàçðÿäà, íàïðèìåð:

45610 = 4 · 102 + 5 · 101 + 6 · 100,

à â çàïèñè
2314 = 2 · 42 + 3 · 41 + 1 · 40

êàæäàÿ åäèíèöà ñëåäóþùåãî ðàçðÿäà â 4 ðàçà áîëüøå åäè-
íèöû ïðåäûäóùåãî ðàçðÿäà, ò.å. ¾3¿ îáîçíà÷àåò 12 åäèíèö,
à ¾2¿ � 32 åäèíèöû.
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Ò å î ð å ì à 1. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ìîæåò
áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñèñòå-
ìàòè÷åñêîé çàïèñè ïî ëþáîìó îñíîâàíèþ g > 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü g � îñíîâàíèå ñèñòåìû
ñ÷èñëåíèÿ, ïðè÷åì g > 1. Íóæíî äîêàçàòü âîçìîæíîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N â âèäå:

N = akg
k + ak−1g

k−1 + . . . + a1g + a0 (4)

è åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.å., åñëè

(N = akak−1 . . . a1a0g) & (N = bmbm−1 . . . b1b0g),

òî îáÿçàòåëüíî (k = m) & (ai = bi), i = 0, 1, 2, . . . , k.

Ñ ó ù å ñ ò â î â à í è å. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè
0 6 N < gk+1, òî ÷èñëî n äîïóñêàåò çàïèñü âèäà (4). Äî-
êàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
ïî k.

a) Ïóñòü k = 0, òîãäà 0 6 N < g è g-è÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà
N áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî ñëàãàåìîãî, ò.å. N = a0.

á) Ïóñòü äëÿ âñåõ 0 6 N < gk ñóùåñòâóåò ñèñòåìàòè÷å-
ñêàÿ çàïèñü (4).

â) Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåìàòè÷åñêîé çàïèñè (4)
äëÿ gk 6 N < gk+1. Ðàçäåëèì N íà gk ñ îñòàòêîì. Ïîëó÷èì
N = akg

k +n1, ãäå n1 < gk è ïî ïðåäëîæåíèþ (á) óæå èìååò
çàïèñü âèäà (4): n1 = ak−1g

k−1 + . . . + a1g + a0. Òîãäà

N = akg
k + ak−1g

k−1 + . . . + a1g + a0.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N íàéäåòñÿ òà-
êîå ÷èñëî k, ÷òî N < gk+1, òî âîçìîæíîñòü g-è÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â âèäå (4) äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà.
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Å ä è í ñ ò â å í í î ñ ò ü. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Äîêàçàòåëüñòâî ñíîâà ïðîâå-
äåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî k.

a) Åñëè 0 6 N < g, òî n = a0, è ñèñòåìàòè÷åñêàÿ
çàïèñü ÷èñëà N áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ îäíîé èç
öèôð 0, 1, 2, . . . , g − 1.

á) Ïóñòü äëÿ âñåõ N , ãäå 0 6 N < gk çàïèñü (4) îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

â) Òîãäà çàïèñü äëÿ gk 6 N < gk+1, ãäå N = akg
k + n1,

áóäåò òîæå îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, òàê êàê ÷àñòíîå ak è
îñòàòîê n1 îò äåëåíèÿ N íà gk îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

�2. Ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ê äðóãîé
1. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ñèñòåìàòè÷å-

ñêèìè ÷èñëàìè. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè â ëþáîé ñè-
ñòåìå ñ÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òàê æå, êàê è â äåñÿòè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü òàáëèöû ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ â äàííîé ñèñòåìå ñ îñíîâàíèåì g.

Íàïðèìåð, ïóñòü g = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ öèôðû 0, 1, 2, 3. Ëþáîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî n çàïèñûâàåòñÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ ýòèõ çíàêîâ.
Íàïðèìåð, 910 = 214. Òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
áóäóò èìåòü âèä:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 10
2 2 3 10 11
3 3 10 11 12

× 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 10 12
3 0 3 12 21
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Çíàÿ ýòè òàáëèöû, ìû ìîæåì ñëîæèòü, âû÷åñòü, óìíî-
æèòü è ðàçäåëèòü ëþáûå äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà â ýòîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, a = 1214 è b = 2134.

Òîãäà: a + b = 1214 + 2134 = 10004 :

1214+
2134

10004.

Ïðîâåðèì ýòîò ðåçóëüòàò âû÷èòàíèåì:

100̇04−
1214

2134.

a · b = 1214 · 2134 = 330334. Äåéñòâèòåëüíî,

1214×
2134

1023
121
302
330334.

+

Ïðîâåðèì ðåçóëüòàò äåëåíèåì:

330334 1214

302 2134
−

223−
121
1023−
1023

0.
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2. Ïåðåâîä ÷èñåë èç îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â
äðóãóþ. Îäíàêî, íà ïðàêòèêå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî
÷èñëà a è b çàäàíû â ðàçíûõ ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ. Ïîýòî-
ìó âîçíèêàåò çàäà÷à î ïåðåâîäå çàïèñè ÷èñëà N èç îäíîé
ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äðóãóþ. Ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ñó-
ùåñòâóåò äâà ïîäõîäà:

à) Ïåðåâåñòè îáà ÷èñëà â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëå-
íèÿ è â íåé âûïîëíèòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ, à çàòåì ðå-
çóëüòàò çàïèñàòü â òðåáóåìîé (g-è÷íîé) ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;

á) Íàó÷èòüñÿ ïåðåõîäèòü îò îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ñ
îñíîâàíèåì g ê äðóãîé ñèñòåìå � ñ îñíîâàíèåì h è íàîáîðîò.

Ðàññìîòðèì îáà ïîäõîäà.
a) Ïóñòü

a = anan−1 . . . a1a0h = anh
n + an−1h

n−1 + . . . + a1h + a0,

b = bmbm−1 . . . b1b0g = bmgm + bm−1g
m−1 + . . . + b1g + b0.

×òîáû íàéòè äåñÿòè÷íûå çàïèñè ýòèõ ÷èñåë, äîñòàòî÷-
íî âûïîëíèòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïî-
ñîá, ïîçâîëÿþùèé ïåðåâîäèòü ÷èñëà èç äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû
ñ÷èñëåíèÿ â ïðîèçâîëüíóþ g-è÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.

Ïóñòü g-è÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà N èìååò âèä:

N = ang
n + an−1g

n−1 + . . . + a1g + a0.

Òîãäà
N = n1 · h + b0,

ãäå
n1 = ang

n−1 + an−1g
n−2 + . . . + a1. (5)

Òàê êàê 0 6 a0 < g, òî a0 � îñòàòîê îò äåëåíèÿ N íà g, à
n1 � ÷àñòíîå îò ýòîãî äåëåíèÿ. Èç ðàâåíñòâà (5) âèäíî, ÷òî
a1 � îñòàòîê îò äåëåíèÿ n1 íà g è ò.ä.
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Òàêèì îáðàçîì, g-è÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà N íàõîäèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. ×èñëî N äåëèì (â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ) íà g. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ äàñò ïîñëåäíþþ öèô-
ðó g-è÷íîé çàïèñè N . ×àñòíîå n1 ñíîâà äåëèì íà g è íî-
âûé îñòàòîê äàñò ïðåäïîñëåäíþþ öèôðó g-è÷íîé çàïèñè
N . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äåëåíèÿ, íàéäåì âñå öèôðû
g-è÷íîé çàïèñè.

Ç à ä à ÷ à 1. Íàéòè ñóììó ÷èñåë a = 3415 è b = 1267.

Ð å ø å í è å. Ïåðåâåäåì îáà ÷èñëà â äåñÿòè÷íóþ ñèñòå-
ìó ñ÷èñëåíèÿ:

a = 3 · 52 + 4 · 5 + 1 = 3 · 25 + 20 + 1 = 9610;

b = 1 · 72 + 2 · 7 + 6 = 49 + 14 + 6 = 6910.

Òîãäà
a + b = 9610 + 6910 = 16510.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü â ïÿòåðè÷íîé è ñåìåðè÷íîé
ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ.

Ïÿòåðè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 165 áóäåò èìåòü âèä:

165 = an · 5n + an−1 · 5n−1 + . . . + a1 · 5 + a0

èëè

165 = (an · 5n−1 + an−1 · 5n−2 + . . . + a1)︸ ︷︷ ︸
n1

·5 + a0,

ò.å.
165 = n1 · 5 + a0.

Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà â ïÿòåðè÷íîé çàïèñè
÷èñëà 165 åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà îñíîâàíèå
ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ g = 5. Ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà a1 áóäåò
îñòàòêîì îò äåëåíèÿ n1 íà 5, è ò.ä.
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Íàéäåì ïÿòåðè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà 165:

165 5
15 33
15
15
0© = a0

5
30 6
3© = a1

5
5 1© = a3
1© = a2

Ïîëó÷åííûå îñòàòêè çàïèñûâàåì â îáðàòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè â ïÿòåðè÷íîé ñèñòåìå: 16510 = 11305. Ïðîâåðêà:
11305 = 1 · 53 + 1 · 52 + 3 · 5 + 0 = 125 + 25 + 15 = 16510.

Ñàìîñòîÿòåëüíî çàïèøèòå ÷èñëî 165 â ñåìåðè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ.

á) Òåïåðü âûÿñíèì, êàê ïåðåéòè îò g-è÷íîé ñèñòåìû
ñ÷èñëåíèÿ ê h-è÷íîé. Ïóñòü

N = ang
n + an−1g

n−1 + . . . + a1g + a0.

Íóæíî çàïèñàòü ýòî ÷èñëî â h-è÷íîé ñèñòåìå, ò.å. ïðåäñòà-
âèòü åãî â âèäå

N = bmhm + bm−1h
m−1 + . . . + b1h + b0.

Òîãäà
N = (bmhm−1 + bm−1h

m−2 + . . . + b1)︸ ︷︷ ︸
n1

·h + b0

èëè
N = n1 · h + b0,

ãäå b0 � îñòàòîê îò äåëåíèÿ N íà k â g-è÷íîé ñèñòå-
ìå. Ïîíÿòíî, ÷òî b1 áóäåò îñòàòêîì îò äåëåíèÿ n1 íà h è
ò.ä. Òàê êàê íåïîëíûå ÷àñòíûå óáûâàþò, òî ïðîöåññ äåëå-
íèÿ çàêîí÷èòñÿ, êîãäà íà íåêîòîðîì øàãå ni ñòàíåò ìåíü-
øå h. Òàêèì îáðàçîì, öèôðû â èñêîìîé çàïèñè ÷èñëà
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N = bmbm−1 . . . b1b0h åñòü îñòàòêè îò äåëåíèÿ N íà h, n1

íà h, . . . , ni íà h, çàïèñàííûå â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Îäíàêî, åñëè h > g, òî â g-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ íåêî-

òîðûå îñòàòêè, âîçìîæíî, áóäóò ñîäåðæàòü áîëüøå îäíîé
öèôðû; èõ ñëåäóåò çàïèñàòü íîâûìè, íå ñîäåðæàùèìèñÿ â
g-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ h-è÷íûìè öèôðàìè.

Ç à ì å ÷ à í è å. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 íàì ïî-
òðåáîâàëîñü ïåðåâåñòè ÷èñëî èç äåñÿòè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ â ïÿòåðè÷íóþ è ñåìåðè÷íóþ ñèñòåìû. Â ïóíêòå á)
âîçìîæíîñòü ïîäîáíîãî ïåðåâîäà ÷èñåë èç ñèñòåìû ñ÷èñëå-
íèÿ ñ îäíèì îñíîâàíèåì â ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ äðóãèì îñíî-
âàíèåì îáîñíîâàíà â îáùåì âèäå. Ïîýòîìó ïåðâûé ïîäõîä
åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé âòîðîãî.

Ç à ä à ÷ à 2. Çàïèñàòü ÷èñëî 320145 â âîñüìåðè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Ð å ø å í è å. Íîâîå îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ h

ðàâíî 8. Òàê êàê â ïÿòåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ 8 = 135,

òî äåëèì 320145 íà 135. Ïîëó÷èì:

320145 135

31 20315
101
44
24
13
115

135
13 1135

23
13
101
44
25

135

112 45

15

Âîçâðàùàÿñü ê âîñüìåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, âûïè-
øåì âñå ïîëó÷èâøèåñÿ â ïðîöåññå äåëåíèÿ îñòàòêè â îáðàò-
íîì ïîðÿäêå. Èòàê, 320145 = 41268.
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Ãëàâà III. Öåïíûå äðîáè

�1. Êîíå÷íûå öåïíûå äðîáè
1. Ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë êîíå÷íû-

ìè öåïíûìè äðîáÿìè. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìîæíî çàäà-
âàòü â ðàçíîé ôîðìå, íàïðèìåð, îäíî è òî æå ÷èñëî ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë
a

b
èëè â âèäå

äåñÿòè÷íîé äðîáè, ïðè÷åì ýòà äðîáü ìîæåò áûòü êîíå÷íîé
èëè áåñêîíå÷íîé. Çàïèñü â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè èìååò
ðÿä ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ îñîáåííî ïðè ïðèáëèæåí-
íûõ âû÷èñëåíèÿõ, ðàñ÷åòàõ è ò.ä.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äðóãóþ ôîðìó çàïèñè ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, à èìåííî ïðåäñòàâëåíèå èõ â âèäå òàê íàçûâàå-
ìûõ íåïðåðûâíûõ èëè öåïíûõ äðîáåé. Áîëüøèì ïðåèìóùå-
ñòâîì àïïàðàòà öåïíûõ äðîáåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âûðàæåíèå
ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà â âèäå öåïíîé äðîáè íå çà-
âèñèò îò êàêèõ-ëèáî äðóãèõ âåëè÷èí, êðîìå ñàìîãî ýòîãî
÷èñëà.

Ïóñòü äàíî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî a

b
, ïðè÷åì b > 0. Ïðèìå-

íÿÿ ê a è b àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ íàèáîëü-
øåãî îáùåãî äåëèòåëÿ (ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1), ïîëó÷àåì
êîíå÷íóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ:




a = bq0 + r1

b = r1q1 + r2

r1 = r2q2 + r3

. . . . . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn

rn−1 = rnqn + 0.

(6)

Ñèñòåìå ðàâåíñòâ (6) ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîñèëüíàÿ ñèñòå-
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ìà 



a

b
= q0 +

r1

b
= q0 +

1
b
r1

b

r1
= q1 +

r2

r1
= q1 +

1
r1
r2

r1

r2
= q2 +

r3

r2
= q2 +

1
r2
r3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−2

rn−1
= qn−1 +

rn

rn−1
= qn−1 +

1
rn−1
rn

rn−1

rn
= qn,

(6′)

èç êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíîé êàæäîé èç äðîáåé b

r1
,

r1

r2
è ò.ä. åå ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì èç ñëåäóþùåé

ñòðîêè ïîëó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äðîáè a

b
â âèäå:

a

b
= q0 +

1

q1 +
1

q2 +
1

q3 + . . .
+

1

qn

. (7)

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ïîñëåäíåãî èç ðàâåíñòâ (6′) qn > 1
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ïðè (n > 0). Ñîêðàùåííî äðîáü âèäà (7) áóäåì îáîçíà÷àòü:

a

b
= [q0; q1, q2, . . . , qn].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ïðåäñòàâëåíèå (7) ðàöèîíàëü-

íîãî ÷èñëà
a

b
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé öåïíîé èëè íåïðåðûâíîé

äðîáüþ.
×èñëà q0, q1, q2, . . . , qn íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè ÷àñòíû-

ìè ÷èñëà
a

b
, ïðè÷åì q0 ∈ Z, à q1, q2, . . . , qn ∈ N.

Èìååò ìåñòî òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðàçëîæåíèÿ âñÿêîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà â êîíå÷íóþ öåï-
íóþ äðîáü.

Ò å î ð å ì à 1. Âñÿêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì, åñëè qn > 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ñ ó ù å ñ ò â î â à í è å. Âûøå ìû ïðåäñòàâèëè àëãî-

ðèòì, ïîçâîëÿþùèé ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
a

b
ðàçëî-

æèòü â êîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü, ò.å. äîêàçàëè ñóùåñòâîâà-
íèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Å ä è í ñ ò â å í í î ñ ò ü. Òåïåðü äîêàæåì (îò ïðîòèâ-
íîãî), ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà â âè-
äå êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè ïðè óñëîâèè qn > 1, åäèíñòâåííî.

Ïóñòü âîçìîæíû äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà
a

b
â âèäå êî-

íå÷íîé öåïíîé äðîáè:
a

b
= [a0; a1, a2, . . . , an];

a

b
= [b0; b1, b2, . . . , bk]. (8)
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Òîãäà

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .
+

1

an

= b0 +
1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + . . .
+

1

bk

.

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, îáî-
çíà÷èâ åãî ÷åðåç c:

c =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .
+

1

an

.

Çäåñü âñå ai � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Åñëè n > 1, òî 0 < c < 1.
Åñëè n = 1, a1 > 1, òî è â ýòîì ñëó÷àå 0 < c < 1.
Åñëè n = 1 è an = 1, òî c = 1. Ïîñêîëüêó ýòîò ñëó÷àé

èñêëþ÷àåòñÿ (ïî óñëîâèþ òåîðåìû), òî 0 < c < 1 âñåãäà,
ò.å. c � ïðàâèëüíàÿ äðîáü.

Òîãäà:
a

b
= a0 + c, ãäå 0 < c < 1.

Àíàëîãè÷íî:
a

b
= b0 + l, ãäå 0 < l < 1.
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî a0 è b0 � öåëûå ÷àñòè îäíîãî è òîãî æå

÷èñëà
a

b
. Íî òàê êàê öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî, òî a0 = b0.
Ïîñëå âû÷èòàíèÿ a0 è b0 èç îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (8)

ïîëó÷èì ðàâíûå äðîáè ñ ðàâíûìè ÷èñëèòåëÿìè, íî òîãäà è
çíàìåíàòåëè ýòèõ äðîáåé ðàâíû, ò.å.

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .
+

1

an

= b1 +
1

b2 +
1

b3 + . . .
+

1

bk

.

Ðàññóæäàÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì ïîñëåäîâà-
òåëüíî: a1 = b1, a2 = b2, . . . , è ò.ä.

Äàëåå âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
1) n = k; 2) n < k; 3) n > k.

Ïåðâûé ñëó÷àé. n = k. Òîãäà ïîëó÷èì:

a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bk.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Âòîðîé ñëó÷àé. n < k. Èìååì:

an = bn +
1

bn+1 + . . .
+

1

bk

,

ïðè÷åì an � öåëîå ÷èñëî. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà
ìîæåò áûòü öåëûì ÷èñëîì ëèøü ïðè k = n + 1 è bn+1 = 1,

íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ bk > 1. Çíà÷èò, ñëó÷àé n < k

íåâîçìîæåí.
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Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü òðåòüåãî ñëó-
÷àÿ (êîãäà n > k). Îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé:

n = k; a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bk.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè íå òðåáîâàòü, ÷òîáû ïîñëåäíèé

ýëåìåíò qn (n > 0) öåïíîé äðîáè áûë áîëüøå 1, òî ëþáîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî íàðÿäó ñ (7) áóäåò ïðåäñòàâèìî â âèäå

a

b
= q0 +

1

q1 + . . .
+

1

(qn − 1) +
1

1

.

Ç à ä à ÷ à 1. Ðàçëîæèòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â öåï-
íûå äðîáè:

à)
35

26
; á)

1

17
; â) 9; ã)−12.

Ð å ø å í è å.
a) Ïðèìåíèì ê ÷èñëàì a = 35 è b = 26 àëãîðèòì Åâ-

êëèäà:

35 26
26 1

−
926

18 2
−
9
8 1

− 8

8
8 8

− 1

0

èëè

35 = 26 · 1 + 9

26 = 9 · 2 + 8

9 = 8 · 1 + 1

8 = 1 · 8 + 0.
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Òàêèì îáðàçîì,
35

26
= 1 +

1

2 +
1

1 +
1

8

= [1; 2, 1, 8].

á) Çäåñü î÷åâèäíî, ÷òî
1

17
= 0 +

1

17
= [0; 17].

â) Ïîíÿòíî, ÷òî 9 = [9].

ã) Àíàëîãè÷íî, −12 = [−12].

Ò å î ð å ì à 2. Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ öåïíàÿ äðîáü åñòü ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî
âûïîëíèòü óêàçàííûå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ íàä öåëû-
ìè ÷èñëàìè 1 è qi â ðàçëîæåíèè äðîáè (7). Òîãäà ïîëó÷èì
ñíîâà äðîáü, ò.å. ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ä à ÷ à 2. Äëÿ öåïíîé äðîáè
a

b
= [2; 2, 7] íàéòè

÷èñëèòåëü a è çíàìåíàòåëü b.
Ð å ø å í è å.

a

b
= 2 +

1

2 +
1

7

= 2 +
7

14 + 1
= 2 +

7

15
=

37

15
.

Èòàê, a = 37, b = 15.

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà è òîëüêî îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êî-
íå÷íûìè öåïíûìè äðîáÿìè.
2. Ïîäõîäÿùèå äðîáè è èõ ñâîéñòâà. Ïóñòü äà-

íî íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ðàçëîæåííîå â öåïíóþ
äðîáü:

a

b
= [q0; q1, q2, . . . , qn]. (8)

Îáðàçóåì èç íåå öåïíûå äðîáè:
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[q0]; [q0; q1]; [q0; q1, q2]; . . .; [q0; q1, q2, . . . , qn] =
a

b
.

Êàæäàÿ èç òàêèõ äðîáåé íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì öåïíîé
äðîáè (8) èëè ïîäõîäÿùåé äðîáüþ. Ïîäõîäÿùèå äðîáè ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

[q0] = q0 =
P0

Q0
, ãäå P0 = q0, Q0 = 1;

[q0; q1] = q0 +
1

q1
=

q0q1 + 1

q1
=

P1

Q1
,

ãäå P1 = q0q1 + 1, Q1 = q1;

[q0; q1, q2] = q0 +
1

q1 +
1

q2

= q0 +
q2

q1q2 + 1
=

=
(q1q2 + 1)q0 + q2

q1q2 + 1
=

P2

Q2
,

ãäå P2 = (q1q2 + 1)q0 + q2, Q2 = q1q2 + 1; è ò.ä.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

P0

Q0
;

P1

Q1
;

P2

Q2
; . . . ;

Pn

Qn

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé k-
îãî ïîðÿäêà, ãäå k = 0, 1, 2, . . . , n.

ßñíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
Pn

Qn
åñòü ÷èñëî

a

b
.

Ç à ä à ÷ à 3. Äàíî ðàçëîæåíèå ÷èñëà
175

52
â âèäå öåï-

íîé äðîáè:
175

52
= [3; 2, 1, 2, 1, 4]. Íàéòè ïîäõîäÿùèå äðîáè

íóëåâîãî, ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ.
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Ð å ø å í è å.
P0

Q0
= [3] = 3;

P1

Q1
= [3; 2] = 3 +

1

2
=

7

2
;

P2

Q2
= [3; 2, 1] = 3 +

1

2 +
1

1

= 3 +
1

3
=

10

3
.

Íàéäåì îáùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëèòåëåé è
çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ïðîèçâîëüíîãî k-îãî ïî-
ðÿäêà, ãäå k = 0, 1, 2, . . . , n. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 3. ×èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì:

Pk = Pk−1qk + Pk−2; Qk = Qk−1qk + Qk−2. (9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ïîðÿäêó k.

1. Ïðîâåðèì, ÷òî ôîðìóëû (9) èìåþò ìåñòî ïðè k = 2.
Çäåñü ìû âûáðàëè â êà÷åñòâå áàçû èíäóêöèè íîìåð k = 2,
òàê êàê ïðè k = 0 è k = 1 ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû òåðÿþò
ñìûñë; ê òîìó æå ÷èñëà P0, Q0, P1, Q1 íàìè óæå îïðåäå-
ëåíû (ñì. âûøå). Èìååì:

P2

Q2
=

(q1q2 + 1)q0 + q2

q1q2 + 1
=

(q0q1 + 1)q2 + q0

q1q2 + 1
=

P1q2 + P0

Q1q2 + Q0
.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùåé äðîáè k-îãî ïî-
ðÿäêà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå):

Pk

Qk
=

Pk−1qk + Pk−2

Qk−1qk + Qk−2
.

3. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî
Pk+1

Qk+1
=

Pkqk+1 + Pk−1

Qkqk+1 + Qk−1
.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäõîäÿùåé äðîáè (k + 1)-îãî ïîðÿäêà
áóäåì èìåòü:

Pk+1

Qk+1
= q0 +

1

q1 +
1

q2 +
1

q3 + . . .
+

1

qk−1 +
1

qk +
1

qk+1

.

Çàìåòèâ, ÷òî ïîäõîäÿùàÿ äðîáü (k + 1)-îãî ïîðÿäêà ïî-

ëó÷àåòñÿ ïóòåì çàìåíû qk íà qk +
1

qk+1
, è ïîäñòàâèâ â ÷èñëè-

òåëü è çíàìåíàòåëü ôîðìóëû èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

qk +
1

qk+1
âìåñòî qk, ïîëó÷èì:

Pk+1 = Pk−1

(
qk +

1

qk+1

)
+ Pk−2 =

=
Pk−1(qkqk+1 + 1) + Pk−2qk+1

qk+1
=

=
qk+1(Pk−1qk + Pk−2) + Pk−1

qk+1
=

Pkqk+1 + Pk−1

qk+1
.

Àíàëîãè÷íî,

Qk+1 = Qk−1

(
qk +

1

qk+1

)
+ Qk−2 =

=
Qk−1(qkqk+1 + 1) + Qk−2qk+1

qk+1
=
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=
qk+1(Qk−1qk + Qk−2) + Qk−1

qk+1
=

Qkqk+1 + Qk−1

qk+1
,

òîãäà

Pk+1

Qk+1
=

Pkqk+1 + Pk−1

Qkqk+1 + Qk−1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
k ôîðìóëû (9) èìåþò ìåñòî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âûïèøåì ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñ-
ëèòåëåé Pk è çíàìåíàòåëåé Qk ïîäõîäÿùèõ äðîáåé (çàêîí
ñîñòàâëåíèÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé):
P0 = q0, P1 = q0q1 + 1, à ïðè k > 2 Pk = Pk−1qk + Pk−2;

Q0 = 1, Q1 = q1, Qk = Qk−1qk + Qk−2.

Ç à ì å ÷ à í è å. Âû÷èñëåíèå ïîäõîäÿùèõ äðîáåé k-òûõ
ïîðÿäêîâ ïî ôîðìóëàì (9) íàèáîëåå óäîáíî ïðîâîäèòü ïî
ñëåäóþùåé ñõåìå:

k 0 1 2 . . .
qk q0 q1 q2 . . .

Pk 1 P0 = q0 P1 = q0q1 + 1 P2 = P1q2 + P0 . . .

Qk 0 Q0 = 1 Q1 = q1 Q2 = Q1q2 + Q0 . . .

k . . . k k+1 . . . n
qk . . . qk qk+1 . . . qn

Pk . . . Pk = Pk−1qk + Pk−2 . . . . . . Pn

Qk . . . Qk = Qk−1qk + Qk−2 . . . . . . Qn

(ïðîäîëæåíèå)
Íàïðèìåð, äëÿ íàõîæäåíèÿ Pk+1 íàäî ñòîÿùåå íàä íèì

÷èñëî qk+1 óìíîæèòü íà ñòîÿùåå ñëåâà îò êëåòêè äëÿ Pk+1
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÷èñëî Pk è ê ðåçóëüòàòó ïðèáàâèòü ñòîÿùåå ñëåâà îò Pk

÷èñëî Pk−1. Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì âû÷èñëÿåòñÿ è Qk+1.
Ïðàâèëüíîñòü ñäåëàííûõ âû÷èñëåíèé ïðîâåðÿåòñÿ ñîâïà-

äåíèåì ïîñëåäíèõ âû÷èñëåííûõ âûðàæåíèé äëÿ Pn è Qn ñ

÷èñëèòåëåì a è çíàìåíàòåëåì b äðîáè
a

b
ñîîòâåòñòâåííî (åñ-

ëè
a

b
íåñîêðàòèìà).

Ç à ä à ÷ à 4. Äàíî ðàçëîæåíèå íåêîòîðîãî ðàöèîíàëü-

íîãî ÷èñëà:
a

b
= [2; 1, 1, 3, 1, 2, 1, 1, 2, 2]. Íàéòè ýòî ÷èñ-

ëî.
Ð å ø å í è å. Èìååì:

a

b
=

Pn

Qn
. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íóæ-

íî âû÷èñëèòü âñå ïîäõîäÿùèå äðîáè, ïîñëåäíÿÿ èç êîòîðûõ

è áóäåò ðàâíà
a

b
. Ñîñòàâèì òàáëèöó:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
qk 2 1 1 3 1 2 1 1 2 2
Pk 1 2 3 5 18 23 64 87 151 389 929
Qk 0 1 1 2 7 9 25 34 59 152 363

Òàêèì îáðàçîì,
P9

Q9
=

929

363
→ a

b
=

929

363
.

Ò å î ð å ì à 4. Çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé �
íàòóðàëüíûå ÷èñëà è îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, Q0 = 1, Q1 =

= q1 > 1, ò.ê. q1 ∈ N, à ïðè k > 2 Qk = Qk−1qk + Qk−2, ãäå
qk > 1, Qk−1 > 1, Qk−2 > 1. Ïîýòîìó Qk > Qk−1.

Ò å î ð å ì à 5. ×èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè äâóõ ñîñåä-
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íèõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

Pk−1Qk − PkQk−1 = (−1)k. (10)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ýòó ôîðìóëó ìåòî-
äîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

1. Ïóñòü k = 1, òîãäà:

P0 = q0, Q0 = 1;

P1 = q0q1 + 1, Q1 = q1

è P0Q1 − P1Q0 = q0q1 − (q0q1 + 1) = −1 = (−1)1.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà (10) èìååò ìåñòî äëÿ

ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
Pk−1

Qk−1
è

Pk

Qk
, ò.å. Pk−1Qk − PkQk−1 =

= (−1)k.

3. Äîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (10) ñïðàâåäëèâî äëÿ ïîä-

õîäÿùèõ äðîáåé
Pk

Qk
è

Pk+1

Qk+1
. Äåéñòâèòåëüíî,

PkQk+1−Pk+1Qk = Pk(Qkqk+1 +Qk−1)−(Pkqk+1 +Pk−1)Qk =

= PkQkqk+1 + PkQk−1 −QkPkqk+1 −QkPk−1 =

= −(Pk−1Qk − PkQk−1) = −(−1)k = (−1)k+1.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ôîðìóëà (10)
âåðíà.

Ò å î ð å ì à 6. Ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü íåñîêðàòè-
ìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíà ïîäõîäÿùàÿ äðîáü

k-îãî ïîðÿäêà
Pk

Qk
. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî (Pk, Qk) = 1. Ïî

òåîðåìå (5) áóäåì èìåòü: Pk−1Qk − PkQk−1 = (−1)k. Åñ-
ëè äîïóñòèòü, ÷òî (Pk, Qk) = d > 1, òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî
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ðàâåíñòâà áóäåò äåëèòüñÿ íà d, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïðàâàÿ
÷àñòü äîëæíà áóäåò äåëèòüñÿ íà d, íî (−1)k íå äåëèòñÿ íà
d > 1. Ïîýòîìó (Pk, Qk) = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
a

b
ðàçëîæèòü

â öåïíóþ äðîáü, òî ïîñëåäíÿÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
Pn

Qn
â ýòîì

ðàçëîæåíèè íåñîêðàòèìà è ðàâíà
a

b
, ò.å. ðàçëîæåíèå â öåï-

íóþ äðîáü ïîçâîëÿåò ñîêðàùàòü äðîáè.

Ç à ä à ÷ à 5. Ñîêðàòèòü äðîáü
2329

9911
.

Ð å ø å í è å. Ðàçëîæèì äàííîå ÷èñëî â öåïíóþ äðîáü.
Áóäåì èìåòü

2329

9911
= [0; 4, 3, 1, 10, 1, 2].

Íàõîäèì äðîáü
Pn

Qn
, ïîñëåäîâàòåëüíî çàïîëíÿÿ òàáëèöó:

k 0 1 2 3 4 5 6
qk 0 4 3 1 10 1 2
Pk 1 0 1 3 4 43 47 137
Qk 0 1 4 13 17 183 200 583

Ïîëó÷àåì:
2329

9911
=

P6

Q6
=

137

583
, ïðè÷åì äðîáü

137

583
íåñîêðà-

òèìà ïî òåîðåìå 6.
Ò å î ð å ì à 7. Ïîäõîäÿùèå äðîáè ÷åòíîãî ïîðÿäêà îá-

ðàçóþò âîçðàñòàþùóþ, à íå÷åòíîãî � óáûâàþùóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (9) è
(10), ïîëó÷èì:

Pk−2

Qk−2
− Pk

Qk
=

Pk−2Qk − PkQk−2

Qk−2Qk
=

=
Pk−2(Qk−1qk + Qk−2)− (Pk−1qk + Pk−2)Qk−2

Qk−2Qk
=

=
Pk−2Qk−1qk + Pk−2Qk−2 − Pk−1Qk−2qk − Pk−2Qk−2

Qk−2Qk
=

=
qk(Pk−2Qk−1 − Pk−1Qk−2)

Qk−2Qk
=

qk(−1)k−1

Qk−2Qk
.

Èòàê,
Pk−2

Qk−2
− Pk

Qk
=

qk(−1)k−1

Qk−2Qk
.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à) Åñëè k � ÷åòíîå, òî
Pk−2

Qk−2
− Pk

Qk
< 0 èëè

Pk−2

Qk−2
<

Pk

Qk
,

ñëåäîâàòåëüíî ïîäõîäÿùèå äðîáè ÷åòíîãî ïîðÿäêà îáðàçó-
þò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

á) Åñëè k � íå÷åòíîå, òî
Pk−2

Qk−2
− Pk

Qk
> 0 èëè

Pk−2

Qk−2
>

Pk

Qk
,

ò.å. ïîäõîäÿùèå äðîáè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà îáðàçóþò óáûâà-
þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
P0

Q0
� íàèìåíüøàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü, à

P1

Q1
� íàèáîëüøàÿ

ïîäõîäÿùàÿ äðîáü.

Ò å î ð å ì à 8. Ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
Pk

Qk
÷åòíîãî

ïîðÿäêà ìåíüøå ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
Pk−1

Qk−1
è

Pk+1

Qk+1
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äðîáè
Pk−1

Qk−1
è

Pk+1

Qk+1
� ñîñåäíèå

ñ äðîáüþ
Pk

Qk
, ïîýòîìó èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (10), ïîëó÷èì:

Pk

Qk
− Pk−1

Qk−1
=

PkQk−1 − Pk−1Qk

QkQk−1
=

=
− (PkQk−1 − Pk−1Qk)

QkQk−1
=
− (−1)k

QkQk−1
=

(−1)k+1

QkQk−1
.

Àíàëîãè÷íî, çàìåíÿÿ k íà k + 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Pk+1

Qk+1
− Pk

Qk
=

(−1)k+2

QkQk+1
.

Åñëè k � ÷åòíî, òî (−1)k+1 = −1 < 0, (−1)k+2 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ÷åòíîì k

Pk

Qk
− Pk−1

Qk−1
< 0, èëè

Pk

Qk
<

Pk−1

Qk−1
è

Pk+1

Qk+1
− Pk

Qk
> 0, èëè

Pk

Qk
<

Pk+1

Qk+1
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Êàæäàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
Pk

Qk
íå÷åò-

íîãî ïîðÿäêà áîëüøå ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
Pk−1

Qk−1
è

Pk+1

Qk+1
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèâ â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû (8) ïîðÿäîê ïîäõîäÿùåé äðîáè k íå÷åòíûì, ëåãêî
ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâàì:

Pk

Qk
− Pk−1

Qk−1
> 0, èëè

Pk

Qk
>

Pk−1

Qk−1
, à òàêæå

62



Pk+1

Qk+1
− Pk

Qk
< 0, èëè

Pk

Qk
>

Pk+1

Qk+1

(ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ò å î ð å ì à 9. Ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ÷åòíîãî ïî-

ðÿäêà ìåíüøå ëþáîé ïîäõîäÿùåé äðîáè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåìû (7) è ñëåä-

ñòâèÿ ê òåîðåìå (8) ïðè r > s áóäåì èìåòü:
P2r+2

Q2r+2
<

P2r+1

Q2r+1
6

P2s+1

Q2s+1
.

Ïðè r < s ïîëó÷àåì:
P2r+2

Q2r+2
<

P2s+2

Q2s+2
<

P2s+1

Q2s+1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó r è s

áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
P2r+2

Q2r+2
<

P2s+1

Q2s+1
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ò å î ð å ì à 10. Ïðè ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîãî ÷èñ-

ëà
a

b
â öåïíóþ äðîáü ÷åòíûå ïîäõîäÿùèå äðîáè äàþò ïðè-

áëèæåíèå ïî íåäîñòàòêó, à íå÷åòíûå � ïî èçáûòêó (çà

èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåé äðîáè, ñîâïàäàþùåé ñ
a

b
).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ïîñëåäíÿÿ ïîäõîäÿùàÿ

äðîáü, ñîâïàäàþùàÿ ñ ÷èñëîì
a

b
, ÷åòíîãî ïîðÿäêà, òî îíà

(ïî òåîðåìå (7)) áîëüøå âñåõ îñòàëüíûõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
÷åòíîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå äàþò, òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæå-

íèÿ
a

b
ïî íåäîñòàòêó. Íî ïðè òîì ÷èñëî

a

b
êàê ïîäõîäÿùàÿ
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äðîáü ÷åòíîãî ïîðÿäêà ìåíüøå ëþáîé ïîäõîäÿùåé äðîáè
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà (ïî òåîðåìå (8)), à ïîòîìó ïîäõîäÿùèå

äðîáè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà äàþò äëÿ
a

b
ïðèáëèæåíèå ñ èç-

áûòêîì. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó-

÷àé, êîãäà ïîñëåäíÿÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü, ñîâïàäàþùàÿ ñ
a

b
,

ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðåííûå âûøå ñâîéñòâà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ïîç-

âîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

à) ïðè ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà
a

b
â öåïíóþ

äðîáü [q0; q1, q2, . . . , qn] îáðàçóþòñÿ äâå âñòðå÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé:

P0

Q0
;

P2

Q2
;

P4

Q4
; . . . ;

P2k

Q2k

� âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
÷åòíîãî ïîðÿäêà, è

P1

Q1
;

P3

Q3
;

P5

Q5
; . . . ;

P2k+1

Q2k+1

� óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà.

á) Ïîäõîäÿùèå äðîáè ÷åòíîãî ïîðÿäêà ïðèáëèæàþòñÿ ê

÷èñëó
a

b
ïî íåäîñòàòêó, à íå÷åòíîãî ïîðÿäêà � ïî èçáûòêó

(çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåé ïîäõîäÿùåé äðîáè
Pn

Qn
=

a

b
):

s s s s s s s s

P0

Q0

P2

Q2

P4

Q4

P5

Q5

P3

Q3

P1

Q1

a

b
=

Pn

Qnws sss
- ¾
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�2. Áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè

1. Ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé. Ðà-
íåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ìîãóò èçîá-
ðàæàòüñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé è, íàîáî-
ðîò, ñâåðòûâàíèå òàêîé êîíå÷íîé íåïðåðûâíîé äðîáè ïðè-
âîäèò ê ðàöèîíàëüíîé äðîáè. Îêàçûâàåòñÿ, ñ ïîìîùüþ áåñ-
êîíå÷íûõ âûðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ ðàññìîòðåííûì â �1
ýòîé ãëàâû, ìîãóò áûòü èçîáðàæåíû âñåâîçìîæíûå èððà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Âûðàæåíèå âèäà

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3 + . . .
+

1

qn + ...

, (11)

ãäå q0 ∈ Z, à q1, q2, . . . , qn, . . . ∈ N, íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷-
íîé öåïíîé äðîáüþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ïîäõîäÿùåé äðîáüþ
Pn

Qn
ê áåñ-

êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè (11) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ öåïíàÿ
äðîáü

Pn

Qn
= q0 +

1

q1 + . . .
+

1

qn

. (12)

65



Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Áåñêîíå÷íàÿ äðîáü (11) íàçûâà-
åòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë åå ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé, ò.å.

lim
n→∞

Pn

Qn
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6. Âåëè÷èíîé áåñêîíå÷íîé ñõîäÿ-
ùåéñÿ öåïíîé äðîáè (11) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë åå ïîäõîäÿùèõ

äðîáåé, ò.å. ÷èñëî α ∈ R, òàêîå, ÷òî lim
n→∞

Pn

Qn
= α.

Ñâîéñòâà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, èõ ÷èñëèòåëåé è çíàìåíà-
òåëåé, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìàõ 3�9, ñïðàâåäëèâû è
äëÿ áåñêîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé. Äåéñòâèòåëüíî, êàê áû âå-
ëèêî íè áûëî n, ïîäõîäÿùèå äðîáè

P0

Q0
;

P1

Q1
;

P2

Q2
; . . . ;

Pn

Qn

ê áåñêîíå÷íîé äðîáè (11) ÿâëÿþòñÿ âìåñòå ñ òåì ïîäõîäÿ-
ùèìè äðîáÿìè ê êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3 + . . .
+

1

qn +
1

qn+1

,

òàê ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 3�9 âåðíû äëÿ âñåõ n.
Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, êîòî-

ðûå èìåþò ìåñòî äëÿ áåñêîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé.
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Ò å î ð å ì à 11. Ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà n çíàìåíàòå-
ëè Qn áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà-
þò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó â áåñêîíå÷íîé öåï-
íîé äðîáè qn > 1 ïðè âñåõ n > 1, òî, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó
âûøå çàìå÷àíèþ ðåçóëüòàò òåîðåìû 4 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ëþáîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé n, òàê ÷òî

1 = Q0 6 Q1 < Q2 < . . . .

Òàê êàê Qn ∈ Z, òî ïðè n > 1 êàæäîå Qn ïî êðàéíåé ìåðå
íà åäèíèöó áîëüøå ïðåäûäóùåãî, ò.å. Qn → ∞. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 12. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïîäõî-
äÿùèìè äðîáÿìè ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì
íîìåðà è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 4 è 5 èìå-
åì:

∣∣∣∣
Pn+1

Qn+1
− Pn

Qn

∣∣∣∣ =
1

Qn+1Qn
<

1

Qn−1Qn
=

∣∣∣∣
Pn

Qn
− Pn−1

Qn−1

∣∣∣∣ .

Íî òàê êàê, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå Qn →∞, òî
∣∣∣∣
Pn+1

Qn+1
− Pn

Qn

∣∣∣∣ =
1

Qn+1Qn
→ 0 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ò å î ð å ì à 13. Ïîäõîäÿùèå äðîáè ñ ÷åòíûìè è

íå÷åòíûìè íîìåðàìè îáðàçóþò ñèñòåìó êîíöîâ âëîæåí-
íûõ äðóã â äðóãà èíòåðâàëîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â òåîðåìàõ 7 è 9 ìû ïîêàçàëè,
÷òî ÷åòíûå ïîäõîäÿùèå äðîáè îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, à íå÷åòíûå ïîäõîäÿùèå äðîáè � óáûâà-
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þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, è ïðè ýòîì ëþáàÿ ÷åòíàÿ äðîáü
ìåíüøå ëþáîé íå÷åòíîé äðîáè.

Òàê êàê âñå ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïîäõîäÿ-
ùèõ äðîáåé, òî

P0

Q0
<

P2

Q2
<

P4

Q4
< . . . <

P5

Q5
<

P3

Q3
<

P1

Q1
.

Äîêàæåì òåîðåìó, óòâåðæàþùóþ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå
íàìè áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè âñåãäà ñõîäÿòñÿ, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, èìåþò îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó.

Ò å î ð å ì à 14. Ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ öåïíàÿ äðîáü ñõî-
äèòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíà áåñêîíå÷íàÿ öåï-
íàÿ äðîáü (12). Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî
ïîäõîäÿùèå äðîáè ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè íîìåðàìè ÿâëÿ-
þòñÿ ëåâûìè è ïðàâûìè êîíöàìè ñèñòåìû âëîæåííûõ äðóã
â äðóãà èíòåðâàëîâ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 12 èìååì:

∣∣∣∣
Pn

Qn
− Pn+1

Qn+1

∣∣∣∣ → 0 ,

ïîýòîìó äëèíû èíòåðâàëîâ:
(

P0

Q0
,

P1

Q1

)
,

(
P2

Q2
,

P3

Q3

)
, . . .

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè n.
Ñîãëàñíî òåîðåìå î âëîæåííûõ èíòåðâàëàõ (ñì. êóðñ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà) ëåâûå è ïðàâûå êîíöû òàêîé ñèñòå-
ìû âëîæåííûõ äðóã â äðóãà èíòåðâàëîâ, äëèíû êîòîðûõ
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìåþò îáùèé ïðåäåë, ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α, òàêîå, ÷òî

lim
k→∞

Pk

Qk
= α .
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ì å ÷ à í è å. Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî âåëè-

÷èíà áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè áîëüøå ëþáîé ÷åòíîé ïîä-
õîäÿùåé äðîáè è ìåíüøå ëþáîé íå÷åòíîé ïîäõîäÿùåé äðî-
áè, ò.å.

P0

Q0
<

P2

Q2
<

P4

Q4
< . . . < α < . . . <

P5

Q5
<

P3

Q3
<

P1

Q1
.

Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Ïóñòü α = [q0; q1, q2, . . .]. Ïîë-
íûìè ÷àñòíûìè â ðàçëîæåíèè α áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíû
α0, α1, α2, . . . , îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè:

α = [q0; q1, q2, . . . , qk, αk+1] ïðè k > 0,

α = α0 ïðè k = −1.

Ò å î ð å ì à 15. Ïóñòü α = [q0; q1, q2, . . .], αk+1 �
ïîëíîå ÷àñòíîå â ðàçëîæåíèè α. Òîãäà

α =
Pkαk+1 + Pk−1

Qkαk+1 + Qk−1

è
αk+1 =

Pk−1 − αQk−1

αQk − Pk
,

ãäå Pk, Qk, Pk−1, Qk−1 � ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè k-îé
è (k − 1)-îé ïîäõîäÿùåé äðîáè ê α.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñðàâíèì äâà âûðàæåíèÿ:
Pk+1

Qk+1
= [q0; q1, q2, . . . , qk, qk+1]

è
α = [q0; q1, q2, . . . , qk, αk+1].
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Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè â ïåðâîì âûðàæåíèè çàìåíèòü qk+1 ÷å-
ðåç αk+1, òî ïîëó÷èì âòîðîå âûðàæåíèå. Â ñèëó òåîðåìû 3
áóäåì èìåòü:

Pk+1

Qk+1
=

Pkqk+1 + Pk−1

Qkqk+1 + Qk−1
,

ãäå Pk, Qk, Pk−1, Qk−1 íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ íåïîëíûõ
÷àñòíûõ qk+1.

Çàìåíÿÿ â ýòîì ðàâåíñòâå qk+1 íà αk+1, ïîëó÷èì:

α =
Pkαk+1 + Pk−1

Qkαk+1 + Qk−1
,

îòêóäà, âûðàçèâ αk+1, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó:

αk+1 =
Pk−1 − αQk−1

αQk − Pk
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ì å ÷ à í è å. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà áóäåò èìåòü

ñìûñë ïðè k = 0 è k = 1, åñëè ïîëîæèòü

P−1 = 1, Q−1 = 0, P−2 = 0, Q−2 = 1.

Äåéñòâèòåëüíî,

α = q0 +
1

α1
=

q0α1 + 1

α1
=

P0α1 + 1

Q0α1 + 0
è α =

1 · α + 0

0 · α + 1
.

Â äàëüíåéøåì, ðàññìàòðèâàÿ âåëè÷èíû Pk, Qk, ïðè
k = −1 è k = −2 áóäåì âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî

P−1 = 1, Q−1 = 0, P−2 = 0, Q−2 = 1.

2. Ðàçëîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â öåïíûå
äðîáè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 8. Ðàçëîæåíèåì äåéñòâèòåëüíî-
ãî ÷èñëà α â öåïíóþ äðîáü íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå α
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â âèäå α = [q0; q1, q2, . . .], ãäå q0, q1, q2, . . . � êîíå÷íàÿ
èëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, òàêàÿ,
÷òî ïðè i > 1 âñå qi > 1, à â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ðàçëîæåíèÿ
ïîñëåäíèé ýëåìåíò qk > 1.

Ò å î ð å ì à 16. Ïóñòü ðàçëîæåíèå α â öåïíóþ äðîáü
èìååò âèä: α = [q0; q1, q2, . . .]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
α′k = [qk; qk+1, qk+2, . . .]. Òîãäà:

1. α = [q0; q1, q2, . . . , qk−1, α′k], ò.å. α′k = αk ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé k-îå ïîëíîå ÷àñòíîå â ðàçëîæåíèè α;

2. ∀k qk = [αk].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Äëÿ êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî,

ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè. Åñ-
ëè ïðåäåë ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè
[qk; qk+1, qk+2, . . .] ðàâåí α′k, òî α′k > 1 è ñîãëàñíî èçâåñò-
íûì èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåîðåìàì î ïðåäåëå
ñóììû è ÷àñòíîãî,

lim
s→∞

[q0; q1, q2, . . . , qk−1, qk, qk+1, . . . , qk+s] =

= [q0; q1, q2, . . . , qk−1] +
1

lim
s→∞

[qk, qk+1, . . . , qk+s]
,

ò.å., äåéñòâèòåëüíî, α = [q0; q1, q2, . . . , qk−1, α′k], α′k = αk.

2. Åñëè öåïíàÿ äðîáü êîíå÷íàÿ è qk � åå ïîñëåäíèé ýëå-
ìåíò, òî qk = αk = [αk]. Åñëè æå qk íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì
ýëåìåíòîì, òî αk+1 = α′k+1 = [qk+1; qk+2, qk+3, . . .] > 1, ïî-

ýòîìó 0 <
1

αk+1
< 1, è, êàê ìû äîêàçàëè â ïåðâîé ÷àñòè,

αk = qk +
1

αk+1
, òàê ÷òî qk = [αk]. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ç à ä à ÷ à 7. Íàéòè âåëè÷èíó öåïíîé äðîáè:

α = [1; 4, 1, 4, . . .],

ãäå âñå äàëüíåéøèå ýëåìåíòû ðàâíû ïîñëåäîâàòåëüíî 1 è 4.
Ð å ø å í è å. Ïðèìåíèì ê óñëîâèþ çàäà÷è ïðåäûäóùóþ

òåîðåìó:

α = [1; 4, α] = 1 +
1

4 +
1

α

= 1 +
α

4α + 1
=

5α + 1

4α + 1
,

îòêóäà ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

4α2 − 4α− 1 = 0,

ðåøàÿ êîòîðîå, íàõîäèì:

α1,2 =
1±√2

2
.

Íî ïîñêîëüêó α > 0, òî

α =
1 +

√
2

2
.

Ç à ä à ÷ à 8. Íàéòè âåëè÷èíó öåïíîé äðîáè:

α = [2; 2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, . . .],

ãäå âñå äàëüíåéøèå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ 2, 2, 2, 1.

Ð å ø å í è å. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 15 è 16, ïîëó÷èì:

α = [2; 2, 2, 1, α], α =
P3α + P2

Q3α + Q2
.
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Ñîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ òàáëèöó ïîäõîäÿùèõ äðîáåé
ïðè n = 0, 1, 2, 3, 4:

k 0 1 2 3 4
qk 2 2 2 1 α

Pk 1 2 5 12 17 17α + 12

Qk 0 1 2 5 7 7α + 5

òàê ÷òî α =
17α + 12

7α + 5
.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

7α2 − 12α− 12 = 0.

Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî α > 0,
áóäåì èìåòü:

α =
6 + 2

√
30

7
.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè ðàçëîæåíèÿ âñÿêîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà â áåñêîíå÷-
íóþ öåïíóþ äðîáü (äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë àíàëîãè÷íóþ
òåîðåìó ìû äîêàçàëè â �1 ýòîé ãëàâû).

Ò å î ð å ì à 17. Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α

ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå â áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü, ïðè-
÷åì ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ñ ó ù å ñ ò â î â à í è å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q0 öåëóþ

÷àñòü α, à ÷åðåç α1 � âåëè÷èíó, îáðàòíóþ äðîáíîé ÷àñòè

α, ò.å. âîçüìåì α1 =
1

α− q0
, òàê ÷òî α = q0 +

1

α1
.

Ïîñêîëüêó α � èððàöèîíàëüíî, q0 6= α è α1 òàêæå èððà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðè÷åì α1 > 1.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî èððàöè-
îíàëüíîãî ÷èñëà α ìîæíî íàéòè öåëîå ÷èñëî q0 = [α] è

èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α1, òàêèå, ÷òî α = q0 +
1

α1
. Íàõîäÿ

àíàëîãè÷íî äëÿ ÷èñëà α1 ÷èñëà q1 = [α1] è α2 > 1, äëÿ α2

÷èñëà q2 = [α2] è α3 > 1 è ò.ä., ïîëó÷èì:




α = q0 +
1

α1
q0 = [α]

α1 = q1 +
1

α2
q1 = [α1]

α2 = q2 +
1

α3
q2 = [α2]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αk = qk +
1

αk+1
qk = [αk]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

(13)

ãäå ïðè k > 1 âñå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà αk > 1 è, òàêèì
îáðàçîì, ïðè âñåõ òàêèõ k ÷èñëà qk = [αk] > 1.

×èñëà q0, q1, q2, . . . îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë è, ïîñêîëüêó ïðè k > 1 qk > 1,
ìû ìîæåì âçÿòü ýòè ÷èñëà â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ, ñîñòàâèòü
áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü [q0; q1, q2, . . .], êîòîðàÿ â ñèëó
òåîðåìû 14 ñõîäèòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíà ýòîé öåïíîé äðîáè ðàâíà íàøåìó
÷èñëó α. Èç ðàâåíñòâ (13) ïîëó÷àåì

α = [q0; q1, q2, . . . , qk, αk+1],

òàê ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 15 èìååì:

α =
Pkαk+1 + Pk−1

Qkαk+1 + Qk−1
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è ∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Pkαk+1 + Pk−1

Qkαk+1 + Qk−1
− Pk

Qk

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
Qk(Pkαk+1 + Pk−1)− Pk(Qkαk+1 + Qk−1)

Qk(Qkαk+1 + Qk−1)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
QkPkαk+1 + Pk−1Qk − PkQkαk+1 − PkQk−1

Qk(Qkαk+1 + Qk−1)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
(−1)k

Qk(Qkαk+1 + Qk−1)

∣∣∣∣ =
1

Qk(Qkαk+1 + Qk−1)
<

<
1

Q2
kαk+1

<
1

Q2
k

.

Ïîñêîëüêó Qk → ∞ (ñì. òåîðåìó 12), âåëè÷èíà
∣∣∣∣α −

Pk

Qk

∣∣∣∣
ïðè óâåëè÷åíèè k ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ëþáîãî ñêîëü óãîäíî
ìàëîãî íàïåðåä çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε , ò.å.

lim
k→∞

Pk

Qk
= α.

Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ çàäàííîãî èððàöèî-
íàëüíîãî ÷èñëà α èìååòñÿ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü
öåïíóþ äðîáü, ðàâíóþ α.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàöèîíàëüíûõ α àëãîðèòì (13)
ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì (6) è (6′), ïðè÷åì ïðè ðàöèîíàëü-
íîì α âñå αk òàêæå ðàöèîíàëüíû è ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ,
êàê òîëüêî αk ñòàíîâèòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Å ä è í ñ ò â å í í î ñ ò ü. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåíèå ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà â âèäå áåñêîíå÷-
íîé öåïíîé äðîáè åäèíñòâåííî.
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü âîçìîæíû äâà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÷èñëà α â âèäå áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè:

α = [a0; a1, a2, . . .] = [b0; b1, b2, . . .],

ãäå ai è bi � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì ïðè i > 1 âñå ai è bi

ïîëîæèòåëüíû.
Äîïóñòèì, ÷òî ýòè äâå áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè îòëè÷à-

þòñÿ õîòÿ áû îäíèì ýëåìåíòîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç k ïåðâûé
ïî ïîðÿäêó íîìåð, òàêîé, ÷òî ak 6= bk, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî

a0 = b0, a1 = b1, . . . , ak−1 = bk−1, ak 6= bk.

Îáîçíà÷èì

αk = [ak; ak+1; ak+2, . . .],

βk = [bk; bk+1; bk+2, . . .].

Èç ðàâåíñòâà (ñì. òåîðåìó 161)

α = [a0; a1, a2, . . . , ak−1, αk] = [b0; b1, b2, . . . , bk−1, βk]

ïîëó÷àåì αk = βk, íî òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 162 èìååì:

ak = [αk] = [βk] = bk,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ak 6= bk. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðàçëîæåíèå èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà
â áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü åäèíñòâåííî. Òåîðåìà ïîëíî-
ñòüþ äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç òåîðåì 14 è 17, à òàêæå çàìå÷àíèÿ ê
òåîðåìàì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà è òîëü-
êî îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû áåñêîíå÷íûìè öåïíûìè
äðîáÿìè.

Cäåëàåì âàæíûé âûâîä: ìåæäó ìíîæåñòâîì äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë R è ìíîæåñòâîì âñåõ öåïíûõ äðîáåé
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óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (áèåê-
öèÿ). Ïðè ýòîì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì ñîîòâåòñòâóþò
êîíå÷íûå öåïíûå äðîáè, à èððàöèîíàëüíûì ÷èñëàì � áåñ-
êîíå÷íûå öåïíûå äðîáè.

Â äàëüíåéøåì, êîãäà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α ðàçëîæåíî
â öåïíóþ äðîáü

[q0; q1, q2, . . .]

(êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ), ìû áóäåì ïîäõîäÿùèå äðîáè
Pk

Qk
ê ýòîé öåïíîé äðîáè íàçûâàòü äëÿ êðàòêîñòè ïîäõîäÿ-

ùèìè äðîáÿìè ê ÷èñëó α.
Ç à ä à ÷ à 9. Ðàçëîæèòü â öåïíóþ äðîáü ÷èñëî

α =
√

2.
Ð å ø å í è å. Íàõîäèì:

q0 =
[√

2
]

= 1, α1 =
1√

2− 1
=

√
2 + 1

1
=
√

2 + 1,

q1 =
[√

2 + 1
]

= 2, α2 =
1

(
√

2 + 1)− 2
=

1√
2− 1

.

Ïîñêîëüêó α2 = α1, áóäåì èìåòü q2 = [α2] = [α1] = q1 = 2,

òàê ÷òî α3 = α2 è ò.ä. Â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàâåíñòâàõ (13)
áóäåò:

α1 = α2 = α3 = . . . ; q0 = 1; q1 = q2 = q3 = . . . = 2,

ò.å. √
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + . . .

,
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èëè êîðî÷å:
√

2 = [1; 2, 2, 2, 2, . . .].
Ç à ä à ÷ à 10. Íàéòè ïåðâûå ÷åòûðå ýëåìåíòà ðàçëî-

æåíèÿ â öåïíóþ äðîáü ÷èñëà π = 3,14159265 . . .

Ð å ø å í è å. Íàõîäèì:

q0 = [π] = 3; α1 =
1

0,14159265 . . .
; q1 = [α1] = 7;

α2 =
1

α1 − q1
=

0,14159265 . . .

0,00885145 . . .
; q2 = [α2] = 15;

α3 =
1

α2 − q2
=

0,00885145 . . .

0,00882090 . . .
; q3 = [α3] = 1.

Òàêèì îáðàçîì,

π = 3 +
1

7 +
1

15 +
1

1 + . . .

= [3; 7, 15, 1, . . .].

�3. Ïðèáëèæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè

1. Ïðèáëèæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïîäõî-
äÿùèìè äðîáÿìè. Ïðèìåíåíèå èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà
ïðàêòèêå îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíîé äàííîãî èððàöè-
îíàëüíîãî ÷èñëà íåêîòîðûì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, ìàëî
îòëè÷àþùèìñÿ â ïðåäåëàõ òðåáóåìîé òî÷íîñòè îò ýòîãî èð-
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà. Ïðè ýòîì îáû÷íî ñòàðàþòñÿ âûáðàòü
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî âîçìîæíî ïðîñòûì, ò.å. â âèäå äåñÿòè÷-
íîé äðîáè ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé èëè â
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âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè ñî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì çíà-
ìåíàòåëåì.

Äëÿ ãðîìîçäêèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. ÷èñåë ñ áîëü-
øèìè çíàìåíàòåëÿìè, òàêæå èíîãäà âîçíèêàþò çàäà÷è, ñâÿ-
çàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ îòûñêàíèÿ õîðîøèõ ðàöèîíàëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì îòûñêàíèå ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë ñî ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèìè çíàìåíàòåëÿìè, ìà-
ëî îòëè÷àþùèìèñÿ îò äàííûõ ÷èñåë.

Öåïíûå äðîáè äàþò î÷åíü óäîáíûé ñïîñîá äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ òàêîãî ðîäà. Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé óäàåòñÿ
çàìåíÿòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè
òàê, ÷òî îøèáêà îò òàêîé çàìåíû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî
çíàìåíàòåëÿìè ýòèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ò å î ð å ì à 18. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïîäõîäÿùèõ

äðîáåé
Pk

Qk
è

Pk+1

Qk+1
ê äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó α èìååò ìå-

ñòî íåðàâåíñòâî:
∣∣∣∣α−

Pk

Qk

∣∣∣∣ 6
1

QkQk+1
, (14)

è åñëè α 6= Pk+1

Qk+1
, òî

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ <
1

QkQk+1
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè α 6= Pk+1

Qk+1
, òî ïîäõîäÿ-

ùèå äðîáè
Pk

Qk
è

Pk+1

Qk+1
, èç êîòîðûõ îäíà ÷åòíàÿ, à äðóãàÿ

íå÷åòíàÿ, ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò α (ñì. òåîðåìó 10 è
çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 14), ïîýòîìó ðàññòîÿíèå îò α äî ëþ-
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áîé èç íèõ ìåíüøå äëèíû èíòåðâàëà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè
äâóìÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè, ò.å.

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ <

∣∣∣∣
Pk+1

Qk+1
− Pk

Qk

∣∣∣∣ =
1

QkQk+1
.

Åñëè α =
Pk+1

Qk+1
, òî

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ =
1

QkQk+1
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 19. Äëÿ ëþáîé ïîäõîäÿùåé äðîáè
Pk

Qk
ê

äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó α ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
∣∣∣∣α−

Pk

Qk

∣∣∣∣ <
1

Q2
k

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè α =
Pk

Qk
, òî âûøåïðèâå-

äåííîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïóñòü α 6= Pk

Qk
, ò.å. ñóùåñòâó-

åò ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
Pk+1

Qk+1
. Ïðè k > 0 Qk < Qk+1, ïîýòîìó,

ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå èìååì:
∣∣∣∣α−

Pk

Qk

∣∣∣∣ <
1

QkQk+1
<

1

Q2
k

.

Åñëè k = 0 è α = [q0; q1, q2, . . .], òî
∣∣∣∣α−

P0

Q0

∣∣∣∣ =
1

[q1; q2, q3, . . .]
< 1 =

1

Q2
0

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 20. Åñëè α 6= Pk

Qk
, òî

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ >
1

Qk(Qk+1 + Qk)
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé,

êîãäà äëÿ α ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
Pk+2

Qk+2
. Òîãäà ïðè

α 6= Pk+2

Qk+2
ïîäõîäÿùèå äðîáè

Pk

Qk
è

Pk+2

Qk+2
íàõîäÿòñÿ ïî îäíó

ñòîðîíó îò ÷èñëà α (ñì. òåîðåìó 10 è çàìå÷àíèå ê òåîðåìå
14), ïîýòîìó

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ >

∣∣∣∣
Pk+2

Qk+2
− Pk

Qk

∣∣∣∣ =

∣∣Pk+2Qk − PkQk+2

∣∣
QkQk+2

=

=

∣∣(Pk+1qk+2 + Pk)Qk − (Qk+1qk+2 + Qk)Pk

∣∣
Qk(Qk+1qk+2 + Qk)

=

=
qk+2(Pk+1Qk −Qk+1Pk)

Qk(Qk+1qk+2 + Qk)
=

∣∣qk+2 · (−1)k+2
∣∣

Qk(Qk+1qk+2 + Qk)
=

=
qk+2

Qk(Qk+1qk+2 + Qk)
>

qk+2

Qk(Qk+1qk+2 + Qkqk+2)
=

=
1

Qk(Qk+1 + Qk)
.

Ïðè α =
Pk+2

Qk+2
áóäåò qk+2 > 1, òàê ÷òî

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Pk+2

Qk+2
− Pk

Qk

∣∣∣∣ =
qk+2

Qk(Qk+1qk+2 + Qk)
>

>
qk+2

Qk(Qk+1qk+2 + Qkqk+2)
=

1

Qk(Qk+1 + Qk)
.

Åñëè æå
Pk+1

Qk+1
� ïîñëåäíÿÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü, ò.å. α =
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=
Pk+1

Qk+1
, òî

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ =
1

QkQk+1
>

1

Qk(Qk+1 + Qk)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ì å ÷ à í è å. Òåîðåìû 18 è 20 äàþò îöåíêè ïðèáëè-

æåíèÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ïîäõîäÿùåé äðîáüþ
Pk

Qk
. Òàê êàê ∀k Qk 6 Qk+1, òî ìîæíî çàïèñàòü:

1

2QkQk+1
<

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ 6
1

QkQk+1
,

ò.å. äðîáü
1

QkQk+1
ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ θ ∈

(
1

2
; 1

]

îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ α ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ñ
íîìåðîì k.

Ç à ä à ÷ à 11. Çàìåíèòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
a

b
=

245

83

òàêîé ïîäõîäÿùåé äðîáüþ, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì ïî-
ãðåøíîñòü íå ïðåâûøàëà 0,001.

Ð å ø å í è å.
1. Ðàçëàãàåì ÷èñëî

245

83
â öåïíóþ äðîáü:

245

83
= [2; 1, 19, 1, 3]

(ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!).
2. Íàõîäèì âñå ïîäõîäÿùèå äðîáè, ïîñëåäîâàòåëüíî çà-

ïîëíèâ òàáëèöó:
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k 0 1 2 3 4
qk 2 1 19 1 3
Pk 1 2 3 59 62 245
Qk 0 1 1 20 21 83

3. Íà÷íåì ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (14) äëÿ
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, íàïðèìåð, ñ ïîðÿäêà k = 2:∣∣∣∣

245

83
− 59

20

∣∣∣∣ <
1

20 · 21
>

1

1000
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äðîáü
P2

Q2
íå ïîäõîäèò.

∣∣∣∣
245

83
− 62

21

∣∣∣∣ =
1

21 · 83
<

1

1000
,

ïîýòîìó èñêîìàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
P3

Q3
=

62

21
.

Ç à ä à ÷ à 12. Íàéòè ïîäõîäÿùóþ äðîáü ê ÷èñëó
2 +

√
5, îòëè÷àþùóþñÿ îò ýòîé èððàöèîíàëüíîñòè ìåíüøå,

÷åì íà 0,00001.
Ð å ø å í è å.
1. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî 2 +

√
5 â âèäå áåñêîíå÷íîé öåïíîé

äðîáè: 2 +
√

5 = [4; 4, 4, 4, . . .] (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëü-
íî!).

2. Ñîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ òàáëèöó ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé:

k 0 1 2 3 4 5 . . .
qk 4 4 4 4 4 4 . . .
Pk 1 4 17 72 305 1292 5473 . . .
Qk 0 1 4 17 72 305 1292 . . .
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3. Íà÷íåì ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (14) äëÿ
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, íàïðèìåð, ñ ïîðÿäêà k = 3:

∣∣∣∣(2 +
√

5)− 305

72

∣∣∣∣ <
1

72 · 305
>

1

100000
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äðîáü
P3

Q3
íå ïîäõîäèò.

∣∣∣∣(2 +
√

5)− 1292

305

∣∣∣∣ <
1

305 · 1292
<

1

100000
,

ïîýòîìó èñêîìàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
P4

Q4
=

1292

305
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïîäõîäÿùàÿ
äðîáü âñåãäà áëèæå ê ðàññìàòðèâàåìîìó äåéñòâèòåëüíîìó
÷èñëó α, ÷åì ïðåäûäóùàÿ.

Ò å î ð å ì à 21. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïîäõîäÿùèõ

äðîáåé
Pk−1

Qk−1
è

Pk

Qk
ê äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó α èìååì:

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ <

∣∣∣∣α−
Pk−1

Qk−1

∣∣∣∣ . (15)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê è â òåîðåìå 17, ñîãëàñóÿñü

ñ òåîðåìîé 15, ïðè α 6= Pk

Qk
ïîëó÷àåì:

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Pkαk+1 + Pk−1

Qkαk+1 + Qk−1
− Pk

Qk

∣∣∣∣ =
1

Qk(Qkαk+1 + Qk−1)
,

∣∣∣∣α−
Pk−1

Qk−1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
Pkαk+1 + Pk−1

Qkαk+1 + Qk−1
−Pk−1

Qk−1

∣∣∣∣ =
αk+1

Qk(Qkαk+1 + Qk−1)
.
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Íî òàê êàê αk+1 > 1 è Qk > Qk−1, òî
1

Qk(Qkαk+1 + Qk−1)
<

αk+1

Qk−1(Qkαk+1 + Qk−1)
,

îòêóäà è ∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ <

∣∣∣∣α−
Pk−1

Qk−1

∣∣∣∣ .

Ïðè α =
Pk

Qk
íåðàâåíñòâî (15), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.
2. Òåîðåìà Äèðèõëå. Çàêîíîìåðíîñòü âîçìîæíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α ðàöèîíàëüíîé
äðîáüþ, íåçàâèñèìî îò òîãî èëè èíîãî åå âèäà, âûðàæàåò
ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ íîñèò èìÿ Äèðèõëå.

Ò å î ð å ì à 22 (Ä è ð è õ ë å). Ïóñòü äàíû äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà α è τ > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåñîêðàòèìàÿ

äðîáü
a

b
, äëÿ êîòîðîé

∣∣∣∣α−
a

b

∣∣∣∣ <
1

bτ
, 0 < b 6 τ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü
Pk

Qk
� ïîäõîäÿùàÿ äðîáü

÷èñëà α. Âûáåðåì íàèáîëüøèé èç çíàìåíàòåëåé Qk, íå ïðå-
âûøàþùèé τ , ò.å. íàéäåì íàèáîëüøåå k, ÷òîáû âûïîëíÿ-

ëîñü íåðàâåíñòâî Qk 6 τ è ïîëîæèì
a

b
=

Pk

Qk
.

Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà α =
Pk

Qk
,

èìååì Qk 6 τ < Qk+1, ïîýòîìó∣∣∣∣α−
a

b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣α−
Pk

Qk

∣∣∣∣ 6
1

QkQk+1
<

1

bτ
.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ä à ÷ à 13. Íàéòè ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå
a

b
ê

√
5 ñ òî÷íîñòüþ äî

1

1000b
.

Ð å ø å í è å. Ïî òåîðåìå Äèðèõëå òàêóþ äðîáü ìîæíî
íàéòè ñðåäè äðîáåé ñî çíàìåíàòåëÿìè, ìåíüøèìè, ÷åì 1000.

1. Ðàçëîæèì
√

5 â öåïíóþ äðîáü:
√

5 = [2; 4, 4, 4, . . .]

2. Íàéäåì ïîäõîäÿùèå äðîáè, çàïîëíèâ òàáëèöó:

k 0 1 2 3 4 5 . . .
qk 2 4 4 4 4 4 . . .
Pk 1 2 9 38 161 682 2889 . . .
Qk 0 1 4 17 72 305 1292 . . .

3. Íàèáîëüøèì çíàìåíàòåëåì, ìåíüøèì ÷åì 1000, ÿâ-

ëÿåòñÿ Q4 = 305. Èñêîìàÿ äðîáü ðàâíà
682

305
, ïðè ýòîì

∣∣∣∣
√

5− 682

305

∣∣∣∣ <
1

1000 · 305
.

3. Ïîäõîäÿùèå äðîáè êàê íàèëó÷øèå ïðèáëèæå-
íèÿ. Ïîäõîäÿùèå äðîáè â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, êîòîðûé
ìû ïîÿñíèì â ýòîì ïóíêòå, ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè ïðèáëè-
æåíèÿìè ê äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëàì.

Ãîâîðÿ î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè, ìû ïîíèìàåì ïîä
ýòèì íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïî ñðàâíåíèþ íå ñî âñåìè
äðóãèìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, à òîëüêî ïî ñðàâíåíèþ
ñ äðîáÿìè, ó êîòîðûõ çíàìåíàòåëü ìåíüøå, ÷åì ó äàííîé
äðîáè, èëè ðàâåí åìó.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 9. Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
a

b
íàçûâà-

åòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó

α, åñëè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè
p

q
ñî

çíàìåíàòåëåì q 6 b, êîòîðàÿ áûëà áû áëèæå ê α, ÷åì
a

b
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äðîáü
a

b
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷-

øèì ïðèáëèæåíèåì ê α, åñëè äëÿ ëþáîé äðóãîé ðàöèîíàëü-

íîé äðîáè
p

q
, òàêîé, ÷òî

∣∣∣∣α−
p

q

∣∣∣∣ <

∣∣∣∣α−
a

b

∣∣∣∣ ,

áóäåì èìåòü q > b.
Ðàñêðîåì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåíèÿ. Åñëè

âçÿòü íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êó α è èíòåðâàë
(

α− a

b
; α +

a

b

)
,

òî âñå ðàöèîíàëüíûå äðîáè èç ýòîãî èíòåðâàëà èìåþò çíà-
ìåíàòåëè, áîëüøèå ÷åì b.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè
a

b
� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê α,

òî ðàöèîíàëüíûå äðîáè ñî çíàìåíàòåëÿìè 6 b ëåæàò âíå
ýòîãî èíòåðâàëà èëè ñîâïàäàþò ñ îäíèì èç åãî êîíöîâ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû:

à)
5

2
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê ÷èñëó

e = 2,718281828 . . ., òàê êàê ñðåäè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ñî
çíàìåíàòåëÿìè 1 è 2 íåò íè îäíîé, êîòîðàÿ áûëà áû áëèæå
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ê e, ÷åì
5

2
, ò.å. áëèæå ê e, ÷åì

5

2
, ìîãóò áûòü òîëüêî äðîáè

a

b
, ãäå b > 2.

á)
10

7
íå åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê

√
2 = 1,4142 . . .,

ò.ê. äðîáü
7

5
= 1,4 ñî çíàìåíàòåëåì, ìåíüøèì, ÷åì ó

10

7
,

áëèæå ê
√

2, ÷åì
10

7
= 1, 428 . . ..

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îòûñêàíèè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæå-
íèé ê äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëàì.

Ò å î ð å ì à 23. Åñëè èíòåðâàë
(

a

b
;

c

d

)
îáðàçîâàí

äâóìÿ ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè, òàêèìè, ÷òî bc− ad = 1,
òî:

1) ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü èç ýòîãî èíòåðâàëà èìå-
åò çíàìåíàòåëü, áîëüøèé ÷åì b è d;

2) äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α, ïðèíàäëåæà-

ùåìó ýòîìó èíòåðâàëó, õîòÿ áû îäíà èç äðîáåé
a

b
èëè

c

d
,

à èìåííî áëèæàéøàÿ ê α, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëè-
æåíèåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.

1) Ïîäáåðåì ðàöèîíàëüíóþ äðîáü
p

q
èç ðàñ÷åòà, ÷òîáû

a

b
<

p

q
<

c

d
.

Èìååì: bc − ad = 1, òîãäà, ïîñêîëüêó a, p ∈ Z è b, q ∈ N,
ïîëó÷àåì bp−aq > 0, îòêóäà bp−aq > 1, à, ñëåäîâàòåëüíî,
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p

q
− a

b
=

bp− aq

bq
>

1

bq
. (16)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê
a

b
<

p

q
<

c

d
, òî

p

q
− a

b
<

c

d
− a

b
=

bc− ad

bd
=

1

bd
, (17)

ïîýòîìó, ñðàâíèâàÿ (16) è (17), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
1

bq
<

1

bd
, ò.å. q > d.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî bp − aq âûðàæåíèå

cq − dp è âìåñòî
p

q
− a

b
ðàçíîñòü

c

d
− p

q
, ìîæíî äîêàçàòü,

÷òî q > b.

2) Ïóñòü
a

b
< α <

c

d
, bc−ad = 1. Åñëè

a

b
áëèæå ê α, ÷åì

c

d
, òî

a

b
� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê α.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
p

q
, ëåæàùàÿ

áëèæå ê α, ÷åì
a

b
, äîëæíà ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó

(
a

b
;

c

d

)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû äëÿ íåå
áóäåò q > b. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ äðîáü, êîòîðàÿ áëèæå

ê α, ÷åì
a

b
, èìååò çíàìåíàòåëü, áîëüøèé ÷åì b, ò.å.

a

b
�

íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê α.

Åñëè
c

d
áëèæå ê α, ÷åì

a

b
, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

c

d
� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê α, à åñëè ÷èñëà

a

b
è

c

d
ëå-
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æàò íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò α, òî îáå äðîáè ÿâëÿþòñÿ
íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Âîîáùå ãîâîðÿ, îáà êîíöà èíòåðâàëà(
a

b
;

c

d

)
ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî íàèëó÷øèìè ïðèáëèæå-

íèÿìè ê α è òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèÿ îò α äî êîíöîâ èíòåð-
âàëà íå ðàâíû. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 24. Ïðè k > 1 ëþáàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
Pk

Qk
ê äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó α ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðè-

áëèæåíèåì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè α 6= Pk

Qk
α çàêëþ÷åíî â

èíòåðâàëå
(

Pk

Qk
;

Pk−1

Qk−1

)
, ïðè÷åì, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (10),

PkQk−1−Pk−1Qk = 1, åñëè k íå÷åòíî è Pk−1Qk−PkQk−1 = 1,
åñëè k ÷åòíî.

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå áëèæàéøàÿ ê α èç äâóõ

äðîáåé
Pk

Qk
è

Pk−1

Qk−1
, à òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ

Pk

Qk
(ñì. òåîðåìó 21),

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì.

Ïðè k = 0 Q0 = 1 è
P0

Q0
= P0 = [α] íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ

íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì, òàê êàê
P0 + 1

Q0
= [α] + 1 ìîæåò

áûòü áëèæå ê α, ÷åì
P0

Q0
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Îáðàòíàÿ òåîðåìà â îáùåì ñëó÷àå
íåâåðíà, ò.å. âñòðå÷àþòñÿ äðîáè, êîòîðûå íå ñëóæàò ïîäõî-
äÿùèìè ê ÷èñëó α è, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè

ïðèáëèæåíèÿìè ÷èñëà α. Íàïðèìåð, äðîáè
19

6
,
16

5
è

13

4
ÿâëÿ-
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þòñÿ íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè ÷èñëà π, íî íå ÿâëÿþòñÿ
ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè ê ÷èñëó π. Ïîýòîìó äîêàçàííàÿ òåî-
ðåìà íå îçíà÷àåò, ÷òî íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè ê äåé-
ñòâèòåëüíîìó ÷èñëó α âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèå äðîáè
ê α.

Ï ð è ì å ð. Äðîáü
5473

1292
, íàéäåííàÿ íàìè (ñì. çàäà÷ó

12) â êà÷åñòâå õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà 2+
√

5, ÿâëÿåò-
ñÿ ñîãëàñíî ïîñëåäíåé òåîðåìå íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì,
ò.å. íè îäíà äðîáü ñî çíàìåíàòåëåì, íå ïðåâîñõîäÿùèì 1292,

íå ìîæåò áûòü áëèæå ê 2 +
√

5, ÷åì
5473

1292
.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü äî-
ñòàòî÷íî õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ ê äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëàì.

�4. Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè è
ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè

1. Ðàçëîæåíèå êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé
â öåïíûå äðîáè. Óñòàíîâèâ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R è ìíî-
æåñòâîì öåïíûõ äðîáåé, ìû ðàçäåëèëè ïîñëåäíèå íà äâà
êëàññà: êîíå÷íûå öåïíûå äðîáè è áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðî-
áè. Èç ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé òàêæå ìîæíî
âûäåëèòü íåêîòîðûé êëàññ äðîáåé, õàðàêòåðèçóþùèõ èððà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà îïðåäåëåííîãî âèäà. Ýòî ïåðèîäè÷åñêèå
öåïíûå äðîáè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 10. ×èñëî α íàçûâàåòñÿ êâàäðà-
òè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ, åñëè α � èððàöèîíàëüíûé êî-
ðåíü íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ

ax2 + bx + c = 0 (18)
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ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå ðàâíûìè îäíîâðåìåííî íó-
ëþ. Ïðè òàêîì α, î÷åâèäíî, áóäåò a 6= 0, c 6= 0.

Åñëè êîýôôèöèåíòû a, b, c âçàèìíî ïðîñòû, òî äèñêðè-
ìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ D = b2 − 4ac áóäåì íàçû-
âàòü äèñêðèìèíàíòîì ÷èñëà α.

Ìû çíàåì, ÷òî êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (18) ðàâ-

íû x1 =
− b +

√
b2 − 4ac

2a
è x2 =

− b−√b2 − 4ac

2a
, ïîýòîìó

ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü áóäåò èìåòü âèä

α =
P +

√
D

Q
,

ãäå P, Q öåëûå, à D (D > 1) � öåëîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþ-
ùååñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (18)

α =
P −√D

Q
áóäåì íàçûâàòü èððàöèîíàëüíîñòüþ, ñîïðÿ-

æåííîé ñ α.
Î ï ð å ä å ë å í è å 11. Öåïíàÿ äðîáü [q0; q1, q2, . . .]

íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ïåðèîäè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ q0, q1, q2, . . ..

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ÷èñòî ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ, òî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïíàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ ÷èñòî
ïåðèîäè÷åñêîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñìåøàííîé ïåðèîäè-
÷åñêîé.

Äëèíó ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè q0, q1, q2, . . . áóäåì
íàçûâàòü äëèíîé ïåðèîäà öåïíîé äðîáè [q0; q1, q2, . . .]. Åñ-
ëè â ðàçëîæåíèè α ïîñëå ýëåìåíòîâ q0, q1, q2, . . . , qk−1

íàñòóïàåò ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå ñëåäóþùèõ t ýëåìåí-
òîâ qk, qk+1, qk+2, . . . , qk+t−1, ò.å. äëèíà ïåðèîäà ðàâíà
t (t > 1), òî áóäåì çàïèñûâàòü α â âèäå:

α = [q0; q1, q2, . . . , qk−1, (qk, qk+1, qk+2, . . . , qk+t−1)].
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Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ,
ò.å. ïðè k = 0, áóäåì ïèñàòü òàê:

α = [(q0; q1, q2, . . . , qk−1)].

Ò å î ð å ì à 25. Äëÿ òîãî, ÷òîáû öåïíàÿ äðîáü

[q0, q1, q2, . . .] (19)

áûëà ïåðèîäè÷åñêîé ñ äëèíîé ïåðèîäà t, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì k èìåëî ìåñòî ðàâåí-
ñòâî ïîëíûõ ÷àñòíûõ αk+t = αk.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì:

αk = [qk; qk+1, qk+2, . . .] (20)

αk+t = [qk+t; qk+t+1, qk+t+2, . . .] (21)
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü â (19) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü ñ äëèíîé ïå-
ðèîäà t, òî ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî ïðè âñåõ n > k qn+t = qn

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèÿ (20) è (21) ñîâïàäàþò, ò.å.
αk+t = αk.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Åñëè αk+t = αk, ãäå k > 1, òî
ñîãëàñíî åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà â öåïíóþ äðîáü (êàê êîíå÷íóþ, òàê è áåñêîíå÷íóþ), ðàç-
ëîæåíèÿ (20) è (21) îäèíàêîâû, ò.å. ∀n > k qn+t = qn è,
ñëåäîâàòåëüíî, äðîáü (19) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì t. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Îêàçûâàåòñÿ, è ýòî íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ âåñüìà
íåîæèäàííûì, ÷òî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
öåïíûõ äðîáåé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êâàäðàòè÷íûõ èð-
ðàöèîíàëüíîñòåé. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷èë èçâåñòíûé ôðàí-
öóçñêèé ìàòåìàòèê Æ. Ë. Ëàãðàíæ â 1770 ãîäó.
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2. Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà.
Ò å î ð å ì à 26 (Ë à ã ð à í æ à). Ëþáàÿ êâàäðàòè÷-

íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü ðàçëàãàåòñÿ â áåñêîíå÷íóþ ïåðèî-
äè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü α � êâàäðàòè÷íàÿ èð-
ðàöèîíàëüíîñòü, ò.å. α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåå ñîáîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

f (x) = Ax2 + Bx + C

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå Aα2+

Bα+C = 0 α =
Pkαk+1 + Pk−1

Qkαk+1 + Qk−1
(ñì. òåîðåìó 15) è ïðèâîäÿ

ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì:

A(Pkαk+1 + Pk−1)
2 + B(Pkαk+1 + Pk−1)(Qkαk+1 + Qk−1)+

+C(Qkαk+1 + Qk−1)
2 = 0.

Ðàñêðûâ ñêîáêè è ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå (âûïîëíè-
òå ýòè äåéñòâèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî!), ïðèäåì ê êâàäðàòíîìó
óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî αk+1:

Akα
2
k+1 + Bkαk+1 + Ck = 0, (22)

ãäå

Ak = AP 2
k + BPkQk + CQ2

k = Q2
k · f

(
Pk

Qk

)
;

Bk = 2APkPk−1 + B(PkQk−1 + Pk−1Qk) + 2CQkQk−1;

Ck = AP 2
k−1 + BPk−1Qk−1 + CQ2

k−1 = Q2
k · f

(
Pk−1

Qk−1

)

� öåëûå ÷èñëà.
Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî

B2
k − 4AkCk = B2 − 4AC (23)
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(ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî!). Òàêèì îáðàçîì, äèñêðèìè-
íàíò óðàâíåíèÿ (22) íå ìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè k.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Ak è Ck ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k

èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, à çàòåì, ïîëüçóÿñü òîæäå-
ñòâîì (23), äîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíû Ak, Bk, Ck îãðàíè÷åíû.

Äðîáè
Pk

Qk
è

Pk−1

Qk−1
, êàê èçâåñòíî (ñì. òåîðåìó 14 è çàìå÷à-

íèå ê íåé), íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò α, ïðè÷åì ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì k ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò α.

Èìååì: f (α) = 0, íî òàê êàê α � èððàöèîíàëüíî, òî

f ′(α) = 2Aα + B 6= 0.

Çíà÷èò, α ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì (íå êðàòíûì) êîðíåì óðàâíå-
íèÿ f (x) = 0.

Èçâåñòíî, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëåâà è
ñïðàâà îò ïðîñòîãî êîðíÿ çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè,
â äàííîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà f (x) = Ax2 + Bx + C, èìå-
þò ðàçíûå çíàêè (ñì. êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà), ò.å.

Ak = Q2
k · f

(
Pk

Qk

)
è Ck = Q2

k · f

(
Pk−1

Qk−1

)
ïðè äîñòàòî÷-

íî áîëüøèõ k ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó, ïðè÷åì f

(
Pk

Qk

)
è

f

(
Pk−1

Qk−1

)
è, ñëåäîâàòåëüíî, Ak è Ck íå ðàâíû íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ïðîèçâåäåíèå
AkCk îòðèöàòåëüíî è äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (22) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë: B2

k

è (−4AkCk). Òàê êàê −4AkCk > 0, B2
k > 0, òî

0 6 B2
k < B2

k − 4AkCk = B2 − 4AC,

0 < −4AkCk 6 B2
k − 4AkCk = B2 − 4AC,
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ò.å. âåëè÷èíû B2
k è (−4AkCk) îãðàíè÷åíû. Èç îãðàíè÷åííî-

ñòè B2
k ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü

∣∣Bk

∣∣, à èç îãðàíè÷åííîñòè
(−4AkCk), ïîñêîëüêó (Ak 6= 0) & (Ck 6= 0), ñëåäóåò îãðà-
íè÷åííîñòü

∣∣Ak

∣∣ è
∣∣Ck

∣∣.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò äâå ïîñòîÿííûå M è N ,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:
M < Ak < N, M < Bk < N, M < Ck < N,

à îòñþäà, òàê êàê Ak, Bk, Ck ∈ Z, ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè
óðàâíåíèé (22) ïðè áåçãðàíè÷íîì óâåëè÷åíèè k ñóùåñòâó-
åò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé. Êàæäîå
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå â íàøåì ñëó÷àå èìååò äâà êîðíÿ, ïî-
ýòîìó è ñðåäè êîðíåé óðàâíåíèé (22) ñóùåñòâóåò òîëüêî êî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ, à çíà÷èò, ñðåäè âåëè÷èí

α = α0, α1, α2, . . . (24)
èìååòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ, ñëåäîâàòåëüíî,
ñðåäè ÷èñåë (24) íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà îäèíàêîâûõ, ò.å. íàé-
äåòñÿ αs, ðàâíîå íåêîòîðîìó ïîñëåäóþùåìó αs+t. Ðàâåíñòâî
αs = αs+t ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçëîæåíèå α â öåïíóþ äðîáü ïå-
ðèîäè÷åñêîå, è, òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 27 (î á ð à ò í à ÿ ê ò å î ð å ì å
Ë à ã ð à í æ à). Âåëè÷èíà ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïåðèî-
äè÷åñêîé öåïíîé äðîáè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ
èððàöèîíàëüíîñòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü α = [q0; q1, q2, . . .]

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ
äðîáü, ò.å. ñóùåñòâóþò k è t (t > 1) òàêèå, ÷òî αk+t = αk.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 15 è çàìå÷àíèþ ê íåé

αk =
Pk−2 − αQk−2

αQk−1 − Pk−1
, αk+t =

Pk+t−2 − αQk+t−2

αQk+t−1 − Pk+t−1
,
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ñëåäîâàòåëüíî,
Pk−2 − αQk−2

αQk−1 − Pk−1
=

Pk+t−2 − αQk+t−2

αQk+t−1 − Pk+t−1
.

Ýòî ðàâåíñòâî ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ äà-
åò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè:

Aα2 + Bα + C = 0,

ãäå A = Qk−1Qk+t−2 − Qk−2Qk+t−1. Ïðè k = 0 A =

= Q−1Qk−2 − Q−2Qk−1 = −Qk−1 6= 0. Äîêàæåì îò ïðî-
òèâíîãî, ÷òî A 6= 0 è ïðè k > 1.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Q−1 = 0, Q0 = 1 6 Q1 < Q2 < . . . (25)

ëþáûå äâà ñîñåäíèõ çíàìåíàòåëÿ âçàèìíî ïðîñòû. Åñëè

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A = 0 ïðè íåêîòîðîì k > 1, òî
Qk−2

Qk−1
=

=
Qk+t−2

Qk+t−1
. Èç ðàâåíñòâà ýòèõ äâóõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé

ñëåäóåò
Qk+t−2 = Qk−2, Qk+t−1 = Qk−1,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïðè k > 1, t > 1 â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (25) èìåþòñÿ ñàìîå áîëüøîå äâà ðàâíûõ çíàìå-
íàòåëÿ.

Èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà α ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàçëîæå-
íèå α â öåïíóþ äðîáü áåñêîíå÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å.
1. Êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü α =

P +
√

D

Q
, ãäå

P, Q è D (D > 1) öåëûå, ðàçëàãàåòñÿ â ÷èñòî ïåðèîäè÷å-
ñêóþ öåïíóþ äðîáü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α > 1 è
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ñîïðÿæåííàÿ èððàöèîíàëüíîñòü α =
P −√D

Q
çàêëþ÷åíà â

èíòåðâàëå (−1; 0).
2. Åñëè D � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì

êâàäðàòîì, Q � öåëîå, ïðè÷åì D > Q2 > 0, òî ðàçëîæåíèå√
D

Q
â öåïíóþ äðîáü èìååò âèä:

√
D

Q
= [q0; (q1, q2, . . . , qt−1, 2q0)] .

Ç à ä à ÷ à 14. Ðàçëîæèòü ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 − 11 = 0 â áåñêîíå÷íóþ
ïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü.

Ð å ø å í è å. Èìååì: α =
√

11. Òîãäà:

q0 =
[√

11
]

= 3,

α1 =
1√

11− 3
=

1 · (√11 + 3)

(
√

11− 3)(
√

11 + 3)
=

√
11 + 3

2
,

q1 =

[√
11 + 3

2

]
= 3,

α2 =
1√

11 + 3

2
− 3

=
2√

11− 3
=
√

11 + 3,

q2 =
[√

11 + 3
]

= 6,

α3 =
1

(
√

11 + 3)− 6
=

1√
11− 3

=

√
11 + 3

2
.
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Ïîñêîëüêó α3 = α1, áóäåì èìåòü: q3 = [α3] = [α1] = q1 = 3,
òàê ÷òî α4 = α2 è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì,

√
11 = 3 +

1

3 +
1

6 +
1

3 +
1

6 + . . .

= [3; (3, 6)].

Ç à ä à ÷ à 15. Íàéòè êâàäðàòè÷íóþ èððàöèîíàëü-
íîñòü, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â öåïíóþ äðîáü [(1, 3)].

Ð å ø å í è å. Èìååì:

[(1, 3)] = 1 +
1

3 +
1

1 +
1

3 + . . .

.

Òàê êàê âûðàæåíèå, íà÷èíàþùååñÿ ñ òðåòüåãî ïîëíîãî ÷àñò-
íîãî, èìååò òîò æå âèä, ÷òî è èñõîäíîå ðàçëîæåíèå, òî ìîæ-

íî çàïèñàòü: α = [1; 3, α] = 1 +
1

3 +
1

α

= 1 +
α

3α + 1
. Ïîñëå

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèäåì ê êâàäðàòíîìó óðàâ-
íåíèþ îòíîñèòåëüíî α: 3α2 − 3α − 1 = 0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ,

÷òî â íàøåì ñëó÷àå α > 0, ïîëó÷èì: α =
3 +

√
21

4
.
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Ãëàâà IV. ×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ

�1. ×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ è èõ ñâîéñòâà

1. Ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ. Ïóñòü äàíî êîëüöî öåëûõ
÷èñåë 〈Z, +, ·〉 è m � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî. Òîãäà, ïî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îñòàòêîì, äëÿ âñÿ-
êîãî öåëîãî ÷èñëà a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà öåëûõ
÷èñåë q è r � òàêèõ, ÷òî a = mq+r, 0 6 r < m. Óïîìÿíóòàÿ
òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Åñëè äâà öåëûõ ÷èñëà a è b ïðè
äåëåíèè íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî m äàþò îäèí è òîò æå îñòà-
òîê r, òàê ÷òî a = mq1 + r è b = mq2 + r, 0 6 r <

< m, òî îíè íàçûâàþòñÿ ðàâíîîñòàòî÷íûìè, èëè ñðàâíè-
ìûìè ïî ìîäóëþ m. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a ≡ b (mod m).

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè a ...m, òî a ≡ 0 (mod m).
Ò å î ð å ì à 1. (ê ð è ò å ð è é ñ ð à â í è ì î ñ ò è).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû öåëûå ÷èñëà a è b áûëè ñðàâíèìû ïî
ìîäóëþ m, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçíîñòü
(a− b) äåëèëàñü íà m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Åñëè a ≡ b (mod m), òî ïî îïðå-

äåëåíèþ ñðàâíåíèÿ (a = mq1 + r) & (b = mq2 + r), ãäå
0 6 r < m, q1, q2 � öåëûå ÷èñëà. Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåí-
ñòâà âòîðîå, òîãäà a− b = m(q1 − q2), îòêóäà (a− b) ...m.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü òåïåðü èìååì (a− b) ...m,
ñëåäîâàòåëüíî, ∃t ∈ Z | (a − b) = mt. Ïîäåëèì b íà m ñ
îñòàòêîì: b = mq+r, ãäå 0 6 r < m. Òîãäà a−(mq+r) = mt

èëè a = m(q + t) + r, ò.å. a ïðè äåëåíèè íà m äàåò îñòàòîê
r. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ç à ì å ÷ à í è å. Ìû ïîëó÷èëè äðóãîå (ýêâèâàëåíòíîå)
îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ñðàâíèìîñòè äâóõ öåëûõ ÷èñåë a è
b:

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Äâà öåëûõ ÷èñëà íàçûâàþòñÿ
ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ m, åñëè èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m.

Èòàê, a ≡ b (mod m) ⇔ (a − b) ...m ⇔ a = b + mt, ãäå
t ∈ Z.

Ï ð è ì å ð û.
1. m = 3; 8 ≡ 5 (mod 3), òàê êàê 8− 5 = 3 è 3 ... 3.
2. m = 5; 12 ≡ 2 (mod 5), òàê êàê 12− 2 = 10 è 10 ... 5.
3. m = 2; 3 ≡ 7 (mod 2), òàê êàê 3− 7 = −4 è −4 ... 2.
4. m = 5; 11 6≡ 3 (mod 5), òàê êàê 11− 3 = 8 è 8 6 ... 5.
Ò å î ð å ì à 2. Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ

m â êîëüöå 〈Z, +, ·〉 ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè aϕ b
df⇔ a ≡ b (mod m),

òî î÷åâèäíî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:
1. ∀a ∈ Z, ∀m ∈ N a ≡ a (mod m). Äåéñòâèòåëüíî,

(a− a) ...m, ò.å. ϕ � ðåôëåêñèâíî.
2. ∀a, b ∈ Z, åñëè a ≡ b (mod m), òî è b ≡ a (mod m).

Â ñàìîì äåëå: (a − b) ...m ⇒ a − b = mt, t ∈ Z ⇒ b − a =

= m · (−t), (−t) ∈ Z, ò.å. ϕ � ñèììåòðè÷íî.
3. ∀a, b, c ∈ Z, åñëè a ≡ b (mod m) è b ≡

≡ c (mod m), òî a ≡ c (mod m). Óáåäèìñÿ â ýòîì: òàê
êàê [(a − b) ...m] & [(b − c) ...m], òî ∃q1, q2 ∈ Z | (a − b =

= mq1) & (b − c = mq2). Ñëîæèâ ýòè äâà ðàâåíñòâà,
áóäåì èìåòü: a − c = m(q1 + q2) ⇒ a ≡ c (mod m), ò.å.
ϕ � òðàíçèòèâíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ñðàâíåíèé. Ñâîé-

ñòâà ñðàâíåíèé âî ìíîãîì ïîäîáíû ñâîéñòâàì ÷èñëîâûõ ðà-
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âåíñòâ. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ñâîéñòâ, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò
ìîäóëÿ.

Ñ â î é ñ ò â î 1. Ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ìî-
äóëþ ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a ≡ b (mod m) è c ≡
≡ d (mod m), òîãäà ∃q1, q2 ∈ Z | a− b = mq1 è c−d = mq2.
Ñëîæèì ýòè ðàâåíñòâà: (a − b) + (c − d) = m(q1 + q2) ⇒
⇒ (a + c) − (b + d) = m(q1 + q2) ⇒ a + c ≡ b + d (mod m).
Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Ñ â î é ñ ò â î 2. Ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ìî-
äóëþ ìîæíî ïî÷ëåííî âû÷èòàòü îäíî èç äðóãîãî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a ≡ b (mod m) è c ≡
≡ d (mod m), òîãäà ∃q1, q2 ∈ Z | a− b = mq1 è c−d = mq2.
Âû÷òåì âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî: (a − c) − (b − d) =

= m(q1−q2), ñëåäîâàòåëüíî, a−c ≡ b−d (mod m). Ñâîéñòâî
äîêàçàíî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè a ≡ b (mod m) è k ∈ Z, òî
a + k ≡ b + k (mod m) è a− k ≡ b− k (mod m).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê îòíîøåíèå ñðàâíèìî-
ñòè â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë ðåôëåêñèâíî (ñì. òåîðåìó 2), èìå-
åì: k ≡ k (mod m). Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì 1 è 2, ñêëàäûâàÿ
ñðàâíåíèÿ a ≡ b (mod m) è k ≡ k (mod m) ïî÷ëåííî, ïî-
ëó÷èì: a + k ≡ b + k (mod m), à âû÷èòàÿ èç ñðàâíåíèÿ
a ≡ b (mod m) ñðàâíåíèå k ≡ k (mod m) ïî÷ëåííî, áóäåì
èìåòü a− k ≡ b− k (mod m). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. ×ëåíû ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåíîñèòü
èç îäíîé ÷àñòè ñðàâíåíèÿ â äðóãóþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè îòíî-
øåíèÿ ñðàâíèìîñòè (òåîðåìà 2) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
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ñëó÷àé, êîãäà äàíî ñðàâíåíèå a + b ≡ c (mod m). Äåéñòâè-
òåëüíî, èç a + b ≡ c (mod m) ñëåäóåò a ≡ c − b (mod m),
åñëè äàííîå ñðàâíåíèå ñëîæèòü ñî âñïîìîãàòåëüíûì ñðàâ-
íåíèåì −b ≡ −b (mod m). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ê ëþáîé ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïðè-
áàâèòü öåëîå ÷èñëî, êðàòíîå ìîäóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê îòíîøåíèå ñðàâíèìî-
ñòè ñèììåòðè÷íî (òåîðåìà 2), òî ìîæíî ðàññìîòðåòü òîëüêî
îäèí ñëó÷àé, êîãäà èç a ≡ b (mod m) ñëåäóåò a + mk ≡
≡ b (mod m), åñëè âçÿòü âñïîìîãàòåëüíîå ñðàâíåíèå
mk ≡ 0 (mod m), k ∈ Z è ñëîæèòü åãî ñ èñõîäíûì. Ñëåä-
ñòâèå äîêàçàíî.

Ñ â î é ñ ò â î 3. Ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ìî-
äóëþ ìîæíî ïî÷ëåííî ïåðåìíîæàòü.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a ≡ b (mod m) è c ≡
≡ d (mod m), òîãäà a = b + mq1 è c = d + mq2, q1, q2 ∈ Z.
Ïåðåìíîæèì ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà: ac = bd + bmq2 + dmq1+

+m2q1q2, èëè æå ac = bd + m(bq2 + dq1 + mq1q2) ⇒ ac ≡
≡ bd (mod m). Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî âîçâî-
äèòü â îäíó è òó æå íåîòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü: åñëè
a ≡ b (mod m) è k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî
ak ≡ bk (mod m).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñðàâíåíèÿ
a ≡ b (mod m) ñëåäóåò ak ≡ bk (mod m), êîòîðîå ïîëó-
÷àåòñÿ ïðè ïî÷ëåííîì ïåðåìíîæåíèè k ñðàâíåíèé, êàæäîå
èç êîòîðûõ ðàâíî äàííîìó. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñ â î é ñ ò â î 4. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî óìíî-
æàòü íà îäíî è òî æå öåëîå ÷èñëî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåìíîæèâ ïî÷ëåííî ñðàâíå-
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íèå a ≡ b (mod m) ñ î÷åâèäíûì ñðàâíåíèåì k ≡
≡ k (mod m), ïîëó÷èì: ak ≡ bk (mod m). Ñâîéñòâî äî-
êàçàíî.

Ïðèâåäåì òåïåðü ñâîéñòâà ñðàâíåíèé, çàâèñÿùèå îò ìî-
äóëÿ.

Ñ â î é ñ ò â î 5. Åñëè a ≡ b (mod m) è m ...n, òî
a ≡ b (mod n).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê a ≡ b (mod m), òî
(a−b) ...m. À òàê êàê m ...n, òî â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøå-
íèÿ äåëèìîñòè (a− b) ...n, çíà÷èò a ≡ b (mod m). Ñâîéñòâî
äîêàçàíî.

Ñ â î é ñ ò â î 6. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæ-
íî óìíîæàòü íà îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a ≡ b (mod m) è k ∈ N.
Òîãäà a − b = mq, q ∈ Z è ak − bk = mqk, èëè ak ≡
≡ bk (mod mk). Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Ñ â î é ñ ò â î 7. Åñëè ak ≡ bk (mod m) è (k, m) = d,

òî a ≡ b

(
mod

m

d

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü k = k1d, à m = m1d.
Èç ak = bk (mod m) ñëåäóåò (ak − bk) ...m èëè (a − b) ·
k1d

...m1d, îòêóäà (a−b)k1
...m1. Òàê êàê (k1, m1) = 1, òî, (ñì.

¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿, óòâåðæäåíèå 3), (a− b) ...m1,

èëè (a− b) ...
m

d
, ò.å. a ≡ b

(
mod

m

d

)
. Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Ç à ì å ÷ à í è å.
1. Åñëè â ñâîéñòâå 7 ïîëîæèòü d = k, ò.å. åñëè m ... k (äî-

êàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ óñëîâèé, èñ-
ïîëüçóÿ îñíîâíûå ôàêòû òåîðèè äåëèìîñòè â êîëüöå öåëûõ

÷èñåë), òî èç ak ≡ bk (mod m) ñëåäóåò a ≡ b

(
mod

m

k

)
,

104



à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî
ðàçäåëèòü íà èõ îáùèé äåëèòåëü.

2. Åñëè â ñâîéñòâå 7 ïîëîæèòü d = 1, ò.å. åñëè (k, m) =

= 1, òî èç ak ≡ bk (mod m) ñëåäóåò a ≡ b (mod m), à ýòî
çíà÷èò, ÷òî îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà èõ
îáùèé äåëèòåëü, åñëè îí âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì.

Ñ â î é ñ ò â î 8. Îáùèé äåëèòåëü îäíîé ÷àñòè ñðàâíå-
íèÿ è ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå äåëèòåëåì âòîðîé ÷àñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê îòíîøåíèå ñðàâíèìî-
ñòè ñèììåòðè÷íî (òåîðåìà 2), òî ðàññìîòðèì îäèí ñëó÷àé,
êîãäà d � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è m. Èìååì: a = a1 · d
è m = m1 · d, ãäå a1, m1 ∈ Z. Èç a ≡ b (mod m) ñëåäóåò
a = b + mt, t ∈ Z èëè a1d − m1dt = b ⇒ b ... d. Ñâîéñòâî
äîêàçàíî.

Äîêàçàííîå ñâîéñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå äåëèòåëè ïàð
÷èñåë a è m, à òàêæå b è m ÿâëÿþòñÿ îáùèìè. Ýòî îòíîñèòñÿ
è ê èõ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëÿì. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïðèõîäèì ê âàæíîìó ñëåäñòâèþ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. ×àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü èìåþò
îäèíàêîâûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ò.å. (a, m) =

= (b, m).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè (a, m) = 1, òî è (b, m) = 1. Äðóãèìè

ñëîâàìè, åñëè îäíà ÷àñòü ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ÷èñëà âçàèì-
íî ïðîñòûå, òî è âòîðàÿ ÷àñòü ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ÷èñëà
âçàèìíî ïðîñòûå.

Èç ðàññìîòðåííûõ ñâîéñòâ ñðàâíåíèé âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùåå îáùåå ñâîéñòâî:

Ñ â î é ñ ò â î 9. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, a è b � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà, åñëè
a ≡ b (mod m), òî P (a) ≡ P (b) (mod m).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

P (x) = cnx
n + cn−1x

n−1 + . . . + c1x + c0.

Ïî óñëîâèþ a ≡ b (mod m), òîãäà ak ≡ bk (mod m) ïðè
k = 0, 1, 2, . . . , n. Ïî÷ëåííî óìíîæàÿ îáå ÷àñòè êàæ-
äîãî èç ïîëó÷åííûõ n + 1 ñðàâíåíèé íà ñðàâíåíèå ck ≡
≡ ck (mod m), ïîëó÷èì:

cka
k ≡ ckb

k (mod m),

ãäå k = 0, 1, 2, . . . , n. Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå ñðàâíåíèÿ,
ïîëó÷èì:

P (a) ≡ P (b) (mod m).

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè ïðè a ≡ b (mod m) åùå è ck ≡

≡ dk (mod m), òî

cna
n + cn−1a

n−1 + . . . + c1a + c0 ≡
≡ dnb

n + dn−1b
n−1 + . . . + d1b + d0 (mod m).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåä-
ëèâîñòè ýòîãî ñëåäñòâèÿ, äîñòàòî÷íî â äîêàçàòåëüñòâå
ñâîéñòâà 9 ïî÷ëåííî óìíîæèòü êàæäîå ñðàâíåíèå ak ≡
≡ bk (mod m), k = 0, 1, 2, . . . , n íà ñðàâíåíèå ck ≡
≡ dk (mod m) è äàëåå ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, â ñðàâíåíèè

cnx
n + cn−1x

n−1 + . . . + c1x + c0 ≡ 0 (mod m)

ñëàãàåìûå è ìíîæèòåëè ìîæíî çàìåíÿòü ÷èñëàìè, ñðàâíè-
ìûìè ïî òîìó æå ìîäóëþ m. Íàïðèìåð, ñðàâíåíèÿ

6x5 + 4x4 + 10x3 + 12x2 − 5 ≡ 0 (mod 4)
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è
2x5 + 2x3 − 1 ≡ 0 (mod 4)

ýêâèâàëåíòíû.
Ñâîéñòâî 9 èìååò ðÿä âàæíûé ïðèìåíåíèé. Â ÷àñòíîñòè,

ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî äàòü òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðè-
çíàêîâ äåëèìîñòè, êîòîðîå áóäåò óñòàíîâëåíî íàìè â �4 ýòîé
ãëàâû.

�2. Êëàññû âû÷åòîâ ïî äàííîìó ìîäóëþ

1. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Òàê êàê
îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè (òåîðåìà 2), òî âñå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷è-
ñåë ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ñðàâíèìûõ
ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ m öåëûõ ÷èñåë. Ïðèõîäèì ê îïðå-
äåëåíèþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå öåëîå
÷èñëî. Ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ñ a ïî ìîäóëþ m,
íàçûâàåòñÿ êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m (ñ ïðåäñòàâèòå-
ëåì a) è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì a. Ëþáîå ÷èñëî èç êëàññà
a íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m.

Ò å î ð å ì à 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâà êëàññà ñ ïðåäñòà-
âèòåëÿìè a è b ñîâïàäàëè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû a ≡ b (mod m).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Åñëè a = b, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

a ∈ b, a ≡ b (mod m).
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Åñëè a ≡ b (mod m), òî

∀x ∈ a x ≡ a (mod m); ïîëüçóÿñü òðàíçèòèâíîñòüþ îòíî-
øåíèÿ ñðàâíèìîñòè, ïîëó÷àåì x ≡ b (mod m) ⇒ x ∈ b. Â
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ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îòíîøåíèÿ ñðàâíèìîñòè (òåîðåìà 2),
∀x ∈ b ⇒ x ∈ a. Êëàññû a è b, òàêèì îáðàçîì, ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò, òàêèì îáðàçîì,
çàìåíÿòü ñðàâíåíèå ðàâåíñòâîì ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ
è, íàîáîðîò, ðàâåíñòâî êëàññîâ � ñîîòâåòñòâóþùèì ñðàâíå-
íèåì.

Ò å î ð å ì à 4. Åñëè äâà êëàññà èìåþò õîòÿ áû îäèí
îáùèé ýëåìåíò, òî îíè ñîâïàäàþò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü
(
x ∈ a

)
&

(
x ∈ b

)
,

òîãäà [x ≡ a (mod m)] & [x ≡ b (mod m)]. Íî òàê êàê
îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî (òåî-
ðåìà 2), òî x ≡ b (mod m)) è ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå a = b.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äâà êëàñ-
ñà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ëèáî íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ,
ëèáî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.

Ò å î ð å ì à 5. Êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ m êîíå÷íî è ðàâíî m. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïðåäñòà-
âèòåëåé êëàññîâ ìîæíî áðàòü ÷èñëà 0, 1, 2, . . . , m− 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òåîðåìû î äåëåíèè ñ îñòàò-
êîì ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ m ñî
ñâîèì îñòàòêîì ïðè äåëåíèè íà m (äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿ-
òåëüíî!). È ïîñêîëüêó òàêèõ îñòàòêîâ ñóùåñòâóåò ðîâíî m

(ýòî 0, 1, 2, . . . , m− 1), òî ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ m íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå, ÷åì m êëàññîâ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëà 0, 1, 2, . . . , m − 1 ïðèíàäëå-
æàò ðàçíûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Äåéñòâèòåëüíî,
âçÿâ ÷èñëà a è b èç ìíîæåñòâà

{
0, 1, 2, . . . , m−1

}
, âèäèì,

÷òî (a − b) 6 ... m, ò.å. a 6≡ b (mod m). Òàêèì îáðàçîì, ñóùå-
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ñòâóåò íå ìåíåå m ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m: 0, 1, 2, . . . , m− 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 6. ×èñëà êëàññà a ïî ìîäóëþ k îáðàçóþò
k êëàññîâ ïî ìîäóëþ km, à èìåííî êëàññû:

a, a + m, a + 2m, . . . , a + (k − 1)m. (26)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì íåêîòîðûé êëàññ a.
Äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâèòåëÿ x ýòîãî êëàññà áóäåò x ≡
≡ a (mod m) ⇒ (x − a) ...m ⇒ x − a = mt, t ∈ Z ⇒ x =

= a + mt, ïîýòîìó âñå ÷èñëà êëàññà a èìåþò âèä: a + mt,

t ∈ Z, ò.å.
. . . , a− 2m, a−m, a, a + m, a + 2m, . . . (27)

Äîêàæåì, ÷òî íàõîäÿùèåñÿ ñðåäè íèõ ÷èñëà

a, a + m, a + 2m, . . . , a + (k − 1)m (28)

ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî ìîäóëþ km, ò.å. ëåæàò â ðàçíûõ
êëàññàõ ïî ýòîìó ìîäóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, àáñîëþòíàÿ âåëè-
÷èíà ðàçíîñòè ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ÷èñëàìè èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (28) áóäåò ïîëîæèòåëüíîé è âìåñòå ñ òåì íå áîëü-
øå, ÷åì ðàçíîñòü ìåæäó ñàìûì áîëüøèì èç íèõ a+(k−1)m

è ñàìûì ìàëåíüêèì a, ò.å. íå áîëüøå, ÷åì (k − 1)m. Òàêàÿ
ðàçíîñòü íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà km, à ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè
ýòèõ ÷èñåë íåò ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ km.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññû

a, a + m, a + 2m, . . . , a + (k − 1)m

ïî ìîäóëþ km ðàçëè÷íû, ïðè÷åì ÿñíî, ÷òî âñå ÷èñëà êàæ-
äîãî òàêîãî êëàññà öåëèêîì âõîäÿò â ìíîæåñòâî (27). Äîêà-
æåì òåïåðü, ÷òî ëþáîå ÷èñëî èç (27) ñðàâíèìî ñ îäíèì èç
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÷èñåë (28). Ëþáîå ÷èñëî èç (27) èìååò âèä a + mt, t ∈ Z.
Ïðåäñòàâèì t â âèäå t = kq + r (0 6 r < k). Òîãäà

a+mt = a+m(kq+r) = a+rm+kmq ≡ a+rm (mod km),

ãäå a + rm � îäíî èç ÷èñåë ìíîæåñòâà (28). Òàêèì îáðà-
çîì, âñå ÷èñëà êëàññà âû÷åòîâ a ïî ìîäóëþ m ïðèíàäëåæàò
ê ðàçëè÷íûì ïî ìîäóëþ km êëàññàì (26), íå ñîäåðæàùèì
êàêèõ-ëèáî ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò ÷èñåë âèäà (27). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m

åñòü ôàêòîð-ìíîæåñòâî Z/ϕ ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z ïî
îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ϕ

df
= a ≡ b (mod m). Îáîçíà-

÷èì ýòî ôàêòîð-ìíîæåñòâî ÷åðåç Zm è îïðåäåëèì íà ýòîì
íåì äâå áèíàðíûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êëàñ-
ñîâ. ×òîáû ñëîæèòü êëàññû âû÷åòîâ k è s ïî ìîäóëþ m,
íàäî âûáðàòü â k ÷èñëî k, â s ÷èñëî s, ñëîæèòü ýòè ÷èñëà
è âçÿòü êëàññ âû÷åòîâ, ñîäåðæàùèé k + s; ýòîò êëàññ âû-
÷åòîâ è ÿâëÿåòñÿ ñóììîé k è s. Òî÷íî òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ
óìíîæåíèå êëàññîâ âû÷åòîâ.

Èíûìè ñëîâàìè,

k ⊕ s = k + s, k ¯ s = k · s.
Ïîñêîëüêó êàæäûé êëàññ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî ÷èñåë, òî ïðè ñëîæåíèè è óìíîæåíèè êëàññîâ a è b

÷èñëà a è b ìîæíî çàìåíÿòü ëþáûìè ÷èñëàìè a′ è b′, ïðè-
íàäëåæàùèìè ýòèì æå êëàññàì. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìåíÿþò-
ñÿ ëè ïðè ýòîì îïðåäåëåííûå íàìè ñóììà è ïðîèçâåäåíèå
êëàññîâ. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êëàñ-
ñîâ îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì è íå çàâèñÿò îò
âûáîðà îòäåëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a′ ∈ a è b′ ∈ b, òî a′ ≡ a (mod m) è
b′ ≡ b (mod m). Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà 1 è 3 ñðàâíåíèé, ïîëó-
÷àåì:

a′ + b′ ≡ a + b (mod m), a′b′ ≡ ab (mod m),

ò.å. (òåîðåìà 3)

a′ + b′ = a + b, a′b′ = ab.

Ìû âèäèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå
êëàññîâ íå ìåíÿþòñÿ îò çàìåíû a è b ÷èñëàìè a′ è b′. Ñóììà
êëàññîâ a è b ñîäåðæèò ñóììó ëþáîãî ÷èñëà a′ ∈ a è b′ ∈ b,
à ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ a è b ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ
òàêèõ ÷èñåë a′ è b′.

Ò å î ð å ì à 7. Àëãåáðà 〈Zm, ⊕, ¯〉 ÿâëÿåòñÿ êîììó-
òàòèâíî-àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî
〈Zm, ⊕〉 � àáåëåâà ãðóïïà.

à) Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Zm îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êëàññîâ âû÷åòîâ ñëåäóåò èç îïðåäå-
ëåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé:

∀k, s ∈ Zm

[(
k ⊕ s

) ∈ Zm

]
&

[(
k ¯ s

) ∈ Zm

]
.

á) Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ êëàññîâ âû÷åòîâ àññîöèàòèâíà:

∀k, s, r ∈ Zm

(
k ⊕ s

)⊕ r = k ⊕ (
s⊕ r

)
,

òàê êàê (
k ⊕ s

)⊕ r = k + s⊕ r = k + s + r

è
k ⊕ (

s⊕ r
)

= k ⊕ s + r = k + s + r.
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â) Â ìíîæåñòâå Zm ðîëü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà ïî ñëî-
æåíèþ èãðàåò 0:

∃0 ∈ Zm | ∀k ∈ Zm 0⊕ k = k ⊕ 0 = k.

Ýòó è ñëåäóþùèå àêñèîìû ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî!
ã) Â ìíîæåñòâå Zm êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ èìååò ñåáå

ïðîòèâîïîëîæíûé:

∀k ∈ Zm ∃(−k) ∈ Zm | k ⊕ (−k) = (−k)⊕ k = 0.

ä) Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êëàññîâ âû÷åòîâ êîììóòàòèâíà:

∀k, s ∈ Zm k ⊕ s = s⊕ k.

Èòàê, 〈Zm, ⊕〉 � àáåëåâà ãðóïïà.
å) Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êëàññîâ âû÷åòîâ íà

ìíîæåñòâå Zm ñâÿçàíû ëåâûì è ïðàâûì äèñòðèáóòèâíûìè
çàêîíàìè:

∀k, s, r ∈ Zm k ¯ (
s⊕ r

)
= k ¯ s⊕ k ¯ r

è (
s⊕ r

)¯ k = s¯ k ⊕ r ¯ k.

æ) Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êëàññîâ âû÷åòîâ êîììóòàòèâ-
íà:

∀k, s ∈ Zm k ¯ s = s¯ k.

ç) Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ êëàññîâ âû÷åòîâ àññîöèàòèâíà:

∀k, s, r ∈ Zm

(
k ¯ s

)¯ r = k ¯ (
s¯ r

)
.

è) Êëàññ âû÷åòîâ 1 ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ êëàññîâ:

∃1 ∈ Zm | ∀k ∈ Zm 1¯ k = k ¯ 1 = k.
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Èòàê, 〈Zm, ⊕, ¯〉 � êîììóòàòèâíî-àññîöèàòèâíîå êîëü-
öî ñ åäèíèöåé. Ýòî êîëüöî è íàçûâàþò êîëüöîì êëàññîâ âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà Zm êîëüöà
〈Zm, ⊕, ¯〉 ñîñòîèò èç m ýëåìåíòîâ: 0, 1, 2, . . . , m− 1,
êðàòíûõ êëàññó âû÷åòîâ 1, ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà m, ïîðîæäåííîé 1.

Ïîñêîëüêó ïîäêîëüöî mZ � ãëàâíûé èäåàë (ïîðîæäåí-
íûé ýëåìåíòîì m) â êîëüöå Z, òî Zm ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-
êîëüöîì êîëüöà Z ïî èäåàëó mZ = (m), ò.å. Zm = Z/(m)

(ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 3).
Òàê êàê êîëüöî 〈Zm, ⊕, ¯〉 êîíå÷íî, òî îïåðàöèè â íåì

ìîæíî çàäàâàòü êîíå÷íûìè òàáëèöàìè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ.

Ï ð è ì å ð. Íàïèøåì òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
äëÿ êîëüöà 〈Z6, ⊕, ¯〉. Çäåñü ìû èìååì 6 êëàññîâ âû÷åòîâ:
0, 1, 2, 3, 4, 5. Òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ èìåþò
âèä:

⊕ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

¯ 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1

2. Ïîëíàÿ è ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìû âû÷åòîâ, èõ
ñâîéñòâà. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ

Zm =
{
0, 1, 2, . . . , m− 1

}
.
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Âûáåðåì èç êàæäîãî êëàññà ïî îäíîìó âû÷åòó (ïðåä-
ñòàâèòåëþ ýòîãî êëàññà). Ïîëó÷èì m öåëûõ ÷èñåë:
x0, x1, x2, . . . , xm−1.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ìíîæåñòâî{
x0, x1, x2, . . . , xm−1

}
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Òàê êàê êëàññû âû÷åòîâ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè ìíîæå-

ñòâàìè, òî ìîæíî ñîñòàâèòü áåñêîíå÷íîãî ìíîãî ðàçëè÷íûõ
ïîëíûõ ñèñòåì âû÷åòîâ ïî äàííîìó ìîäóëþ m, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò m âû÷åòîâ.

Ï ð è ì å ð. Ñîñòàâèì íåñêîëüêî ïîëíûõ ñèñòåì âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ 5. Çäåñü èìååì 5 êëàññîâ âû÷åòîâ:

0 1 2 3 4

. . . . . . . . . . . . . . .
-10 -9 -8 -7 -6
-5 -4 -3 -2 -1
0 1 2 3 4
5 6 7 8 9
. . . . . . . . . . . . . . .

Ëþáàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 5 áóäåò
ñîäåðæàòü 5 ÷èñåë, âçÿòûõ ïî îäíîìó ðàçó èç êàæäîãî
êëàññà. Âûïèøåì íåñêîëüêî òàêèõ ñèñòåì:

0, 1, 2, 3, 4

10, 6, 2, 8, 9

−10, −9, −8, −7, −6

−5, 1, −3, −7, −1

è ò.ä.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Âû÷åò êëàññà a, ðàâíûé îñòàòêó
îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà ìîäóëü m, íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì
íåîòðèöàòåëüíûì âû÷åòîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6. Âû÷åò, íàèìåíüøèé ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå, íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íàèìåíüøèì âû÷å-
òîì.

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíû ñëåäóþùèå ñèñòåìû âû÷åòîâ:
à) Ïîëíàÿ ñèñòåìà íàèìåíüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ âû-

÷åòîâ: 0, 1, 2, . . . , m− 1. Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå:
0, 1, 2, 3, 4. Òàêàÿ ñèñòåìà ñîñòàâëÿåòñÿ ïðîñòî: íàäî âû-
ïèñàòü âñå îñòàòêè, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè äåëåíèè íà m.

á) Ïîëíàÿ ñèñòåìà íàèìåíüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ âû-
÷åòîâ: 1, 2, . . . , m. Â íàøåì ïðèìåðå: 1, 2, 3, 4, 5.

â) Ïîëíàÿ ñèñòåìà àáñîëþòíî íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ.
Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå: −2, − 1, 0, 1, 2. Åñëè â êëàññå
ñîäåðæèòñÿ äâà âû÷åòà, a è −a, èìåþùèå îäèíàêîâóþ àá-
ñîëþòíóþ âåëè÷èíó, òî ìîæíî âçÿòü ëþáîé èç íèõ. Òàê,
åñëè m = 8, òî èç êëàññà 4 ìîæíî âçÿòü âû÷åò 4 èëè −4.

Ò å î ð å ì à 8. Âñå ÷èñëà ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ
ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó â ïîëíîé ñèñòåìå
âû÷åòîâ èç êàæäîãî êëàññà âçÿò ðîâíî îäèí ïðåäñòàâèòåëü,
òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ìîãóò áûòü ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ
m, òàê êàê ñîäåðæàòñÿ â ðàçíûõ êëàññàõ âû÷åòîâ. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 9 (ï ð è ç í à ê ï î ë í î é ñ è ñ ò å ì û
â û ÷ å ò î â). Ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü èç m ÷èñåë, ïîïàðíî
íåñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ m, îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ äàííûå ÷èñëà
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íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ m, ïîýòîìó îíè ïðè-
íàäëåæàò ðàçíûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ïðè ýòîì
äàííûõ ÷èñåë âñåãî m, ò.å. ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âñåãî êëàñ-
ñîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ñëåäîâàòåëüíî, îò êàæäîãî êëàñ-
ñà èìååòñÿ ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ, ÷òî è òðåáóåòñÿ äëÿ
ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 10. Åñëè (a, m) = 1, b � ïðîèçâîëüíîå öå-
ëîå ÷èñëî è x ïðîáåãàåò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ m, òî è çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôîðìû ax + b òîæå ïðî-
áåãàþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×èñåë ax+b ñòîëüêî æå, ñêîëü-
êî è ÷èñåë x, ò.å. m. Ïî óñòàíîâëåííîìó ïðèçíàêó ïîëíîé
ñèñòåìû âû÷åòîâ îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà ÷èñëà
ax1 + b è ax2 + b, ñîîòâåòñòâóþùèå íåñðàâíèìûì x1 è x2,
ñàìè íåñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m. Äîêàæåì ýòî ìåòîäîì îò
ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî ax1 + b ≡ ax2 + b (mod m). Âû-
÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ñðàâíåíèÿ ïî b è ðàçäåëèì îáå
÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñðàâíåíèÿ íà a, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäó-
ëåì ïî óñëîâèþ. Òîãäà x1 ≡ x2 (mod m), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ òåîðåìû 8 (x ïðîáåãàåò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ m). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 11. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîëüöî âû÷åòîâ
〈Zm, ⊕, ¯〉 áûëî ïîëåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ìîäóëü m áûë ïðîñòûì ÷èñëîì. Åñëè m � ñîñòàâíîå
÷èñëî, òî â êîëüöå 〈Zm, ⊕, ¯〉 åñòü äåëèòåëè íóëÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü 〈Zm, ⊕, ¯〉 � ïîëå. Íóæ-

íî äîêàçàòü, ÷òî m � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå: ïóñòü m = 1 èëè æå m � ñîñòàâíîå ÷èñëî. Â ñëó÷àå,
êîãäà m = 1, î÷åâèäíî, ÷òî Zm = Z, à Z � íå ÿâëÿåòñÿ
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ïîëåì (ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî Zm � ïîëå.

Åñëè m � ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî îíî èìååò äåëèòåëè k è
l, êàæäûé èç êîòîðûõ ïî ìîäóëþ ìåíüøå, ÷åì m, m = rs,
|r| < m, |s| < m. Íî òîãäà êëàññû âû÷åòîâ r è s íå ÿâëÿþò-
ñÿ íóëåâûìè, â òî âðåìÿ, êàê r¯ s = r · s = m = 0. Çíà÷èò,
â Zm åñòü äåëèòåëè íóëÿ, à ïîòîìó Zm íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
Ñíîâà èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì. Ïîëó÷åííûå ïðîòè-
âîðå÷èÿ óêàçûâàþò íà íåâåðíîñòü íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ
è äîêàçûâàþò íåîáõîäèìîñòü.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü m � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïî-
êàæåì, ÷òî òîãäà àëãåáðà 〈Zm, ⊕, ¯〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Íàìè óæå äîêàçàíî, ÷òî 〈Zm, ⊕, ¯〉 � êîììóòàòèâíî-
àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé (ñì. òåîðåìó 7). Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé êëàññ èç Zm áóäåò ñèììåò-
ðèçóåì ïî óìíîæåíèþ, ò.å.

∀r ∈ Zm (r 6= 0) ∃x ∈ Zm | r ¯ x = x¯ r = 1.

Òàê êàê m � ïðîñòîå ÷èñëî, òî (r, m) = 1 èëè r ...m (ñì.
¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Íî ÷èñëî r íå êðàòíî m, èáî â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïðè äåëåíèè íà m äàâàëî áû â îñòàòêå 0,
è èìåëè áû r = 0. Òàêèì îáðàçîì, (r, m) = 1, è ïîýòîìó
∃x, y ∈ Z | rx + my = 1. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî rx − 1 ...m,
ò.å. rx ≡ 1 (mod m). Íî òîãäà rx = 1 èëè r ¯ x = 1, à
òàê êàê îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êëàññîâ êîììóòàòèâíà, òî è
x¯r = 1. Âèäèì, ÷òî â êîëüöå 〈Zm, ⊕, ¯〉 ñóùåñòâóåò êëàññ
x, îáðàòíûé ê êëàññó r. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïî ñëåäñòâèþ ñâîéñòâà 8 ñðàâíåíèé, ñðàâíèìûå ïî ìîäó-
ëþ m ÷èñëà, ò.å. âû÷åòû îäíîãî è òîãî æå êëàññà ïî äàííîìó
ìîäóëþ èìåþò ñ ýòèì ìîäóëåì îäèí è òîò æå íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îäèí âû÷åò êëàññà
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âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì, òî è ëþáîé âû÷åò ýòîãî êëàññà
òîæå âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ìîäóëÿ m è ëþáîãî ÷èñëà a èç äàííîãî êëàññà âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ m íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì m è
ýòîãî êëàññà âû÷åòîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 8. Êëàññ âû÷åòîâ a ïî ìîäóëþ m

íàçûâàåòñÿ âçàèìíî ïðîñòûì ñ ìîäóëåì m, åñëè íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü êëàññà a è m ðàâåí 1 (ò.å. åñëè m è
ëþáîå ÷èñëî èç a âçàèìíî ïðîñòû).

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü m = 8. Êëàññ 3 ñîñòîèò èç ÷èñåë
{. . . , −5, 3, 11, 19, . . .}. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ëþ-
áîãî èç ýòèõ ÷èñåë è ìîäóëÿ 8 ðàâåí 1. Çíà÷èò,

(
3, 8

)
= 1.

Âûáåðåì èç êàæäîãî êëàññà âû÷åòîâ, âçàèìíî ïðîñòîãî
ñ ìîäóëåì m, ïî îäíîìó ÷èñëó. Ïîëó÷èì ñèñòåìó âû÷åòîâ,
ñîñòàâëÿþùóþ ÷àñòü ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 9. Ñîâîêóïíîñòü âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ m, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîãî âçàèìíî ïðîñòîãî ñ
ìîäóëåì m êëàññà âû÷åòîâ ïî ýòîìó ìîäóëþ, íàçûâàåòñÿ
ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ïðèâåäåííîé
ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m: íàäî âûïèñàòü êàêóþ-ëèáî
ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ è óäàëèòü èç íåå âñå âû÷åòû, íå
âçàèìíî ïðîñòûå ñ m. Îñòàâøàÿñÿ ñîâîêóïíîñòü âû÷åòîâ �
ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m; ïîíÿòíî, ÷òî
èõ ìîæíî ñîñòàâèòü áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî. Åñëè â êà÷å-
ñòâå èñõîäíîé âçÿòü ïîëíóþ ñèñòåìó íàèìåíüøèõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ èëè àáñîëþòíî íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ, òî óêàçàí-
íûì ñïîñîáîì ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåäåííóþ ñèñòå-
ìó íàèìåíüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ èëè àáñîëþòíî íàèìåíü-
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øèõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Ï ð è ì å ð. Òàê, åñëè m = 10, òî 1, 3, 7, 9 � ïðè-

âåäåííàÿ ñèñòåìà íàèìåíüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ âû÷åòîâ,
1, 3, − 3, − 1 � ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà àáñîëþòíî íàèìåíü-
øèõ âû÷åòîâ.

Ò å î ð å ì à 12 (ï ð è ç í à ê ï ð è â å ä å í í î é ñ è ñ-
ò å ì û â û ÷ å ò î â). Ïóñòü ÷èñëî êëàññîâ, âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ m, ðàâíî k. Òîãäà ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü èç k öåëûõ
÷èñåë, ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ m è âçàèìíî ïðî-
ñòûõ ñ ìîäóëåì m, îáðàçóåò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ äàííûå ÷èñëà âçà-
èìíî ïðîñòû ñ ìîäóëåì è ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî ìîäó-
ëþ m, ïîýòîìó îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êëàññàì, âçàèìíî
ïðîñòûì ñ ìîäóëåì m. Ïðè ýòîì äàííûõ ÷èñåë âñåãî k, ò.å.
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âñåãî êëàññîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìî-
äóëåì m. Ñëåäîâàòåëüíî, îò êàæäîãî êëàññà, âçàèìíî ïðî-
ñòîãî ñ ìîäóëåì, èìååòñÿ ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ, ÷òî è
òðåáóåòñÿ äëÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Ò å î ð å ì à 13. Åñëè (a, m) = 1 è x ïðîáåãàåò ïðè-
âåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, òî è çíà÷åíèÿ
ëèíåéíîé ôîðìû ax ïðîáåãàþò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x1, x2, . . . , xk � ïðè-
âåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Òîãäà â ñèñòåìå
ax1, ax2, . . . , axk ñîäåðæèòñÿ ðîâíî k ÷èñåë. Ýòè ÷èñëà
ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì ïî ìîäóëþ m, ò.å. îíè ïî-
ïàðíî íåñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, ÷òî áûëî äîêàçàíî â òåî-
ðåìå 9. Íàêîíåö, êàæäîå èç ÷èñåë ax1, ax2, . . . , axk âçà-
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èìíî ïðîñòî ñ ìîäóëåì m, òàê êàê ñîìíîæèòåëè â îòäåëü-
íîñòè âçàèìíî ïðîñòû ñ m (â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 4 èç ðàç-
äåëà ¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿): (a, m) = 1 ïî óñëîâèþ
òåîðåìû, (xi, m) = 1, i = 1, 2, . . . , k, òàê êàê xi � âû-
÷åò ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî óñòà-
íîâëåííîìó ïðèçíàêó ïðèâåäåííîé ñèñòåìû (ïðåäûäóùàÿ
òåîðåìà), ÷èñëà ax1, ax2, . . . , axk îáðàçóþò ïðèâåäåííóþ
ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Ç à ì å ÷ à í è å. Íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ñîîòâåòñòâåí-
íûå îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ x è ax â îáùåì ñëó÷àå ïðèíàäëå-
æàò ðàçëè÷íûì êëàññàì. Íàïðèìåð, ïóñòü a = 7, m = 12

è x ïðîáåãàåò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó íàèìåíüøèõ ïîëîæè-
òåëüíûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 12: 1, 5, 7, 11. Òîãäà ax ïðîáå-
ãàåò çíà÷åíèÿ 7, 35, 49, 77, ïðèíàäëåæàùèå êëàññàì, íàè-
ìåíüøèå ïîëîæèòåëüíûå âû÷åòû â êîòîðûõ ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ 7, 11, 1, 5 ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. òå æå çíà÷åíèÿ, íî
ðàñïîëîæåííûå ïî-èíîìó.

Âîïðîñ î êîëè÷åñòâå âû÷åòîâ â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå ïî
ìîäóëþ m ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ýéëåðà, êîòîðîé
ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

�3. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òåîðåìû Ýéëåðà è Ôåðìà
1. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(m) ÷èñëî

êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m, ò.å.
÷èñëî ýëåìåíòîâ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m. Ôóíêöèÿ ϕ(m) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé. Åå íàçûâàþò ôóíê-
öèåé Ýéëåðà.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ m ÷èñëà 1, 2, . . . , m− 1, m. Òîãäà ϕ(m) � êîëè-
÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ m. Äðóãèìè

120



ñëîâàìè, ϕ(m) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðå-
âîñõîäÿùèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m.

Ï ð è ì å ð û.
1. Ïóñòü m = 9. Ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 9

ñîñòîèò èç ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Èç íèõ âçàèìíî
ïðîñòû ñ 9 ÷èñëà 1, 2, 4, 5, 7, 8. Òàê êàê êîëè÷åñòâî ýòèõ
÷èñåë ðàâíî 6, òî ϕ(9) = 6.

2. Ïóñòü m = 12. Çäåñü ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ñîñòîèò
èç ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12. Èç íèõ âçàèì-
íî ïðîñòû ñ 12 ÷èñëà 1, 5, 7, 11. Çíà÷èò, ϕ(12) = 4.

Ïðè m = 1 ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ñîñòîèò èç îäíîãî
êëàññà 0 = Z. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ëþáîãî öåëîãî
÷èñëà è 1 ÿâëÿåòñÿ 1, ò.å.

(
0, 1

)
= 1. Íà ýòîì îñíîâàíèè

ïîëàãàþò ϕ(1) = 1.
Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè Ýéëåðà, íî ñíà÷àëà äî-

êàæåì îäíî âàæíîå åå ñâîéñòâî.
Ò å î ð å ì à 14. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ìóëüòèïëèêàòèâ-

íà, ò.å.
∀m, n ∈ Z | (m, n) = 1 ⇒ ϕ(m · n) = ϕ(m) · ϕ(n).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×òîáû íàéòè ϕ(m · n), íóæíî
óçíàòü êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðÿäà 1, 2, . . . , m·n,
âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m · n. Ðàñïîëîæèì ÷èñëà ýòîãî ðÿäà â
âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

1 2 3 . . . k . . . n

n + 1 n + 2 n + 3 . . . n + k . . . 2n
2n + 1 2n + 2 2n + 3 . . . 2n + k . . . 3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(m− 1)n + 1 (m− 1)n + 2 (m− 1)n + 3 . . . (m− 1)n + k . . . mn

Èçâåñòíî, ÷òî âçàèìíî ïðîñòûìè ñ mn ÿâëÿþòñÿ òå è
òîëüêî òå ÷èñëà, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû êàê ñ m, òàê è
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ñ n (ñì. ¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿, óòâåðæäåíèå 4). Ïî-
ýòîìó îòáåðåì èç ýòîé òàáëèöû ñíà÷àëà âñå ÷èñëà, âçàèìíî
ïðîñòûå ñ n, à çàòåì òå èç íèõ, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ
m.

×èñëà îäíîãî ñòîëáöà ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ n, ïîýòîìó âñå îíè èìåþò ñ n îäèíàêîâûé
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Åñëè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë âçà-
èìíî ïðîñòî ñ n, òî è îñòàëüíûå ÷èñëà ýòîãî ñòîëáöà âçà-
èìíî ïðîñòû ñ n.

Íàéäåì ÷èñëî ñòîëáöîâ, ýëåìåíòû êîòîðûõ âçàèìíî ïðî-
ñòû ñ n. Î íåì ìîæíî ñóäèòü ïî êîëè÷åñòâó ÷èñåë îäíîé
ñòðîêè, íàïðèìåð ïåðâîé, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Î÷åâèäíî
ïîýòîìó, ÷òî ÷èñëî ñòîëáöîâ, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ, âçà-
èìíî ïðîñòûõ ñ n, ðàâíî ϕ(n).

Òåïåðü îñòàåòñÿ âûäåëèòü èç ýòèõ ϕ(n) ñòîëáöîâ òå ÷èñëà,
êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ m. Ðàññìîòðèì òåïåðü ëþáîé
ñòîëáåö òàáëèöû, íàïðèìåð k-ûé:

k, n + k, 2n + k, . . . , (m− 1)n + k.

×èñëà ýòîãî ñòîëáöà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çíà÷åíèÿ
ëèíåéíîé ôîðìû nx + k, êîãäà x ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ
0, 1, . . . , m−1, ò.å. ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Òàê êàê (m, n) = 1 (ïî óñëîâèþ), òî ïî òåîðåìå 10 êàæäûé
ñòîëáåö, íåçàâèñèìî îò k, îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ m è ñîäåðæèò ïîòîìó ϕ(m) ÷èñåë, âçàèìíî
ïðîñòûõ ñ m.

Èòàê, âñåãî â òàáëèöå èìååòñÿ ϕ(m) ·ϕ(n) ÷èñåë, âçàèìíî
ïðîñòûõ îäíîâðåìåííî ñ m è n, à çíà÷èò, è ñ m · n, òàê ÷òî
ϕ(m · n) = ϕ(m) · ϕ(n). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Ýé-
ëåðà ϕ(m).
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Ò å î ð å ì à 15.
1. Åñëè m = p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ϕ(m) = p− 1.
2. Åñëè m = pα � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, òî ϕ(m) =

= pα−1(p− 1).
3. Åñëè m = pα1

1 · pα2
2 · . . . · pαk

k � ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè, òî

ϕ(m) = m

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Òàê êàê p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ∀a ∈ Z (a, p) =

= 1 èëè a ... p (ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Íî èç ÷èñåë ðÿ-
äà 1, 2, . . . , p − 1, p, ò.å. ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ p, áó-
äåò äåëèòüñÿ íà p, î÷åâèäíî, òîëüêî ñàìî ÷èñëî p. Çíà÷èò,
îñòàëüíûå p − 1 ÷èñåë áóäóò âçàèìíî ïðîñòû ñ p. Ïîýòîìó
ϕ(p) = p− 1.

2. Ïóñòü òåïåðü m = pα. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ(pα) ìû
äîëæíû ðàññìîòðåòü ðÿä ÷èñåë îò 1 äî pα, êîòîðûé çàïè-
øåì â ñëåäóþùåì âèäå:

1, 2, . . . , p, . . . , 2p, . . . ,

. . . , 3p, . . . , p · p, . . . , pα−1 · p = pα. (29)
Íàòóðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà pα ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè p (ñì.
¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿, óòâåðæäåíèå 6). Ïîýòîìó öå-
ëîå ÷èñëî ìîæåò èìåòü îáùèé äåëèòåëü ñ pα, îòëè÷íûé îò
1, ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà îíî äåëèòñÿ íà p. ßñíî, ÷òî ðÿä (29)
ñîäåðæèò pα−1 ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà p è, òàêèì îáðà-
çîì, íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè ñ pα; îñòàëüíûå ÷èñëà
ýòîãî ðÿäà âçàèìíî ïðîñòûå ñ pα. Èõ ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî:

ϕ
(
pα

)
= pα − pα−1 = pα−1

(
p− 1

)
.
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3. Ïóñòü, íàêîíåö, m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî, ïðåäñòàâëåííîå â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè: m =

= pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k . Ìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â ýòî ïðîèçâå-

äåíèå, âçàèìíî ïðîñòû (ñì. ¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿,
óòâåðæäåíèå 5), ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêà-
òèâíîñòè ôóíêöèè Ýéëåðà, ïîëó÷èì:

ϕ
(
m

)
= ϕ

(
pα1

1

) · ϕ(
pα2

2

) · . . . · ϕ(
p

αk
k

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ
(
m

)
=

(
pα1

1 − pα1−1
1

) · (pα2
2 − pα2−1

2

) · . . . · (pαk
k − p

αk−1
k

)
,

èëè â äðóãîì âèäå:

ϕ(m) = pα1
1

(
1− 1

p1

)
· pα2

2

(
1− 1

p2

)
· . . . · pαk

k

(
1− 1

pk

)
=

= pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k ·

(
1− 1

p1

)
·
(

1− 1

p2

)
· . . . ·

(
1− 1

pk

)
=

= m

(
1− 1

p1

)
·
(

1− 1

p2

)
· . . . ·

(
1− 1

pk

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ä à ÷ à 1. Âû÷èñëèòü à) ϕ(35); á) ϕ(288).
Ð å ø å í è å.
à) Òàê êàê 35 = 5 · 7, à (5, 7) = 1, òî, âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ýéëåðà, ïî-
ëó÷èì:

ϕ(35) = ϕ(5) · ϕ(7) = 4 · 6 = 24.

á) Ïðåäñòàâèì ÷èñëî 288 â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè:
288 = 25 · 32 (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî!). Òîãäà ïî ï. 3
ïîñëåäíåé òåîðåìû

ϕ(288) = 288

(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)
= 288 · 1

2
· 2

3
= 96.
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2. Òîæäåñòâî Ãàóññà. Äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà èìååò ìå-
ñòî òîæäåñòâî: ∑

d|n
ϕ(n) = n,

ãäå ñóììèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàñïðîñòðàíåíî íà âñå äå-
ëèòåëè d ÷èñëà n. Åãî íàçûâàþò òîæäåñòâîì Ãàóññà.

×òîáû äîêàçàòü ýòî òîæäåñòâî, ïðèìåíèì ê ϕ(n) îáùåå
òîæäåñòâî äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé:

∑

d|n
ϕ(n) = [1 + ϕ(p1) + ϕ(p2

1) + . . . + ϕ(pα1
1 )]×

×[1 + ϕ(p2) + ϕ(p2
2) + . . . + ϕ(pα2

2 )]× . . .×
×[1 + ϕ(pk) + ϕ(p2

k) + . . . + ϕ(p
αk
k )],

ãäå n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k (ñì. ôîðìóëó (1)).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 15 ïîëó÷èì:
∑

d|n
ϕ(n) = [1+(p1−1)+(p2

1−p1)+(p3
1−p2

1)+. . .+(pα1
1 −pα1−1

1 )]×

×[1+(p2−1)+(p2
2−p2)+(p3

2−p2
2)+ . . .+(pα2

2 −pα2−1
2 )]× . . .×

×[1 + (pk − 1) + (p2
k − pk) + (p3

k − p2
k) + . . . + (p

αk
k − p

αk−1
k )] =

= pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k = n.

Òîæäåñòâî Ãàóññà äîêàçàíî.
Ï ð è ì å ð. Ïóñòü n = 18. Ñîñòàâèì òàáëèöó:

d 1 2 3 6 9 18

ϕ(d) 1 1 2 2 6 6

Òîãäà
∑

d|20

ϕ(n) = ϕ(1) + ϕ(2) + ϕ(3) + ϕ(6) + ϕ(9) + ϕ(18) =
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= 1 + 1 + 2 + 2 + 6 + 6 = 18.

3. Òåîðåìû Ýéëåðà è Ôåðìà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
áûëà äîêàçàíî Ë. Ýéëåðîì â 1760 ãîäó è íîñèò åãî èìÿ.

Ò å î ð å ì à 16 (Ý é ë å ð à). Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñ-
ëà a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìîäóëåì m, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíå-
íèå

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñâîéñòâî ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ (òåîðåìà 13).

Ïóñòü r1, r2, . . . , rϕ(m) � êàêàÿ-íèáóäü ïðèâåäåííàÿ ñè-
ñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Òîãäà è ÷èñëà

ar1, ar2, . . . , arϕ(m)

òàêæå îáðàçóþò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m.

×èñëà êàê ïåðâîé, òàê è âòîðîé ñîâîêóïíîñòè ðàñïðå-
äåëåíû ñðåäè ϕ(m) êëàññîâ ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìî-
äóëåì m. Ïîýòîìó ìåæäó ÷èñëàìè ïåðâîé ñîâîêóïíîñòè è
÷èñëàìè âòîðîé ñîâîêóïíîñòè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèå
÷èñëà ëåæàò â îäíîì êëàññå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, à çíà÷èò,
ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, ò.å.

ar1 ≡ ri1 (mod m);

ar2 ≡ ri2 (mod m);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

arϕ(m) ≡ riϕ(m) (mod m).

Çäåñü ri1, ri2, . . . , riϕ(m) � ýòî âñå òå æå ÷èñëà, ÷òî è
r1, r2, . . . , rϕ(m), íî òîëüêî, ìîæåò áûòü, çàïèñàííûå â äðó-
ãîì ïîðÿäêå (ñì. çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 13).
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Ïåðåìíîæèâ ïî÷ëåííî ýòè ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:
aϕ(m) · r1 · r2 · . . . · rϕ(m) ≡ ri1 · ri2 · . . . · riϕ(m) (mod m).

Íî òàê êàê ïðîèçâåäåíèÿ r1 · r2 · . . . · rϕ(m) è ri1 · ri2 · . . . · riϕ(m)

ïî ïðåäûäóùåìó ðàâíû è, êðîìå òîãî, âçàèìíî ïðîñòû ñ
ìîäóëåì, èáî êàæäûé èõ ñîìíîæèòåëü âçàèìíî ïðîñò ñ ìî-
äóëåì (ñì. ¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ¿, óòâåðæäåíèå 4′),
òî ìîæíî îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ðàçäåëèòü íà íèõ, ïîñëå ÷åãî
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ýéëåðà aϕ(m) ≡ 1 (mod m).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îñîáåííî ïðîñòîé âèä òåîðåìà Ýéëåðà ïðèíèìàåò, åñëè
m = p � ïðîñòîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ϕ(p) = p − 1, à
ïîòîìó ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ò å î ð å ì à 17 (ì à ë à ÿ ò å î ð å ì à Ô å ð ì à). Åñ-
ëè p � ïðîñòîå ÷èñëî è a � öåëîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî
(a , p) = 1, òî

ap−1 ≡ 1 (mod p).

×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ìàëîé òåîðåìû
Ôåðìà:

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáîãî
öåëîãî ÷èñëà a èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå

ap ≡ a (mod p).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
a) Åñëè (a, p) = 1, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Ôåðìà ap−1 ≡

≡ 1 (mod p). Ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ñðàâíå-
íèÿ íà a, ïîëó÷èì: ap ≡ a (mod p).

á) Åñëè (a, p) 6= 1, òî a ... p (ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Íî
òîãäà è ïðîèçâåäåíèå a(ap−1 − 1) = ap − a òîæå äåëèòñÿ íà
p, ò.å. ap − a ≡ 0 (mod p), èëè ap ≡ a (mod p).
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Èòàê, ∀a ∈ Z èìååì: ap ≡ a (mod p). Ñëåäñòâèå äîêàçà-
íî.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå òåîðåìû
Ýéëåðà è ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.

Ç à ä à ÷ à 2. Íàéòè äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà
243402.

Ð å ø å í è å. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî íàéòè îñòàòîê, ïî-
ëó÷åííûé ïðè äåëåíèè ÷èñëà 243402 íà 100. Òàê êàê
243 ≡ 43 (mod 100), òî ïî ñëåäñòâèþ ñâîéñòâà 3 ñðàâíåíèé

243402 ≡ 43402 (mod 100).

Íî (43, 100) = 1, à ïîýòîìó

43ϕ(100) ≡ 1 (mod 100).

Íàéäåì ϕ(100):

ϕ(100) = ϕ(22 · 52) = 100

(
1− 1

2

)(
1− 1

5

)
= 100 · 1

2
· 4

5
= 40.

Òàêèì îáðàçîì,

4340 ≡ 1 (mod 100).

Âîçâåäåì ýòî ñðàâíåíèå ïî÷ëåííî â äåñÿòóþ ñòåïåíü:

43400 ≡ 1 (mod 100).

Âîçüìåì ñðàâíåíèå

432 ≡ 49 (mod 100);

ïåðåìíîæàÿ ïîñëåäíèå äâà ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:

43402 ≡ 49 (mod 100).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé îñòàòîê ðàâåí 49.
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Ç à ä à ÷ à 3. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 230 íà 13.
Ð å ø å í è å. 13 � ïðîñòîå ÷èñëî. ×èñëà 2 è 13 âçàèìíî

ïðîñòû, à ïîýòîìó èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî
212 ≡ 1 (mod 13).

Âîçâîäÿ â êâàäðàò ïî÷ëåííî ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå, ïîëó÷èì:
224 ≡ 1 (mod 13).

Óìíîæàÿ ýòî ñðàâíåíèå íà âñïîìîãàòåëüíîå ñðàâíåíèå
26 ≡ 26 (mod 13),

ïðèäåì ê ñðàâíåíèþ:
230 ≡ 64 (mod 13)

èëè, ïðèáàâèâ ê ïðàâîé ÷àñòè ÷èñëî −52, êðàòíîå ìîäóëþ:
230 ≡ 12 (mod 13).

Çíà÷èò, èñêîìûé îñòàòîê ðàâåí 12.
Ç à ä à ÷ à 4. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî 13176− 1 äåëèòñÿ íà

89.
Ð å ø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ

ðàçíîñòè êâàäðàòîâ:
13176 − 1 =

(
1388 − 1

)(
1388 + 1

)
.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷à-
ñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, äåëèòñÿ íà 89, òî äàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ
íà 89.

Òàê êàê 89 � ïðîñòîå ÷èñëî è (13, 89) = 1, òî íà îñíîâà-
íèè ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå:

1388 ≡ 1 (mod 89),

îòêóäà
(
1388 − 1

) ... 89, à ñëåäîâàòåëüíî,(
13176 − 1

) ... 89.
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�4. Àðèôìåòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ñðàâíåíèé

1. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðèçíàêîâ äåëèìî-
ñòè. Î÷åíü ÷àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü, íå ïðîèçâîäÿ ñà-
ìîãî äåëåíèÿ, îòâåòèòü íà âîïðîñ î äåëèìîñòè îäíîãî ÷èñëà
íà äðóãîå. Êðèòåðèé, óñòàíàâëèâàþùèé íåîáõîäèìîå è äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå äåëèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà N íà äàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, íàçûâàåòñÿ ïðè-
çíàêîì äåëèìîñòè íà m.

Ðàçëè÷àþò îáùèå ïðèçíàêè, èìåþùèå ñèëó äëÿ ëþáîãî
m, è ÷àñòíûå � äëÿ îòäåëüíûõ çíà÷åíèé m. Îáùèé ïðèçíàê
âûðàæàåò ïðàâèëî, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî ïî öèôðàì ÷èñëà
N , çàïèñàííîãî â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì g, ìîæíî
ñóäèòü î åãî äåëèìîñòè íà äðóãîå ÷èñëî m.

Ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Áëåç Ïàñêàëü (1623 − 1662) íà-
øåë îáùèé ïðèçíàê äåëèìîñòè, êîòîðûé â òåðìèíàõ ñðàâ-
íåíèé ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ò å î ð å ì à 17 (î á ù è é ï ð è ç í à ê ä å ë è ì î ñ ò è
Ï à ñ ê à ë ÿ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî N , çàïèñàííîå â
ïðîèçâîëüíîé g-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ â âèäå:

N = akg
k + ak−1g

k−1 + . . . + a1g + a0,

äåëèëîñü íà ÷èñëî m, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
÷èñëî

Q = akrk + ak−1rk−1 + . . . + a1r1 + a0

äåëèëîñü íà m (çäåñü ai � öèôðû ÷èñëà N , à ri � àáñîëþòíî
íàèìåíüøèå âû÷åòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé gi ïî ìîäó-
ëþ m, i = 1, 2, . . . , n).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü gi ≡ ri (mod m), ãäå
ri � àáñîëþòíî íàèìåíüøèé âû÷åò ÷èñëà gi ïî ìîäóëþ m
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(i = 1, 2, . . . , n). Òîãäà

N = akg
k + ak−1g

k−1 + . . . + a1g + a0 ≡
≡ akrk + ak−1rk−1 + . . . + a1r1 + a0 (mod m). (30)

×èñëî N äåëèòñÿ íà m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

N = akg
k + ak−1g

k−1 + . . . + a1g + a0 ≡ 0 (mod m). (31)

Èç ñðàâíåíèé (30) è (31) è òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ
ñðàâíèìîñòè ïîëó÷àåì óñëîâèå, ðàâíîñèëüíîå óñëîâèþ (31):

Q = akrk + ak−1rk−1 + . . . + a1r1 + a0 ≡ 0 (mod m). (32)

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò âûâîä: äëÿ òîãî, ÷òîáû N äåëèëîñü
íà m, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Q äåëèëîñü íà m.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ýòîãî ïðèçíàêà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèçíàê äåëèìîñòè
íà ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â ëþáîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ g = 10

è m = 3. Òîãäà:
100 ≡ 1 (mod 3)

101 ≡ 1 (mod 3)

102 ≡ 1 (mod 3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

10k ≡ 1 (mod 3).

Ñëåäîâàòåëüíî,
a0 · 100 ≡ a0 (mod 3)

a1 · 101 ≡ a1 (mod 3)

a2 · 102 ≡ a2 (mod 3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak · 10k ≡ ak (mod 3).
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Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå ñðàâíåíèÿ ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì:
N ≡ a0 + a1 + a2 + . . . + ak (mod 3),

ò.å. N ... 3 ⇔ (a0 + a1 + a2 + . . . + ak)
... 3. Äðóãèìè ñëîâàìè,

÷èñëî N äåëèòñÿ íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî
öèôð äåëèòñÿ íà 3.

Èñïîëüçóÿ îáùèé ïðèçíàê äåëèìîñòè Ïàñêàëÿ, ïîëó÷èòå
ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 4, 5, 7, 9, 10, 11, 13.
2. Ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ àðèôìåòè÷åñêèõ äåé-

ñòâèé. Ñ ïîìîùüþ ñðàâíåíèé ëåãêî óêàçàòü íåîáõîäèìûå
ïðèçíàêè ïðàâèëüíîñòè è äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè íåïðà-
âèëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ äåé-
ñòâèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë.

Ïîíÿòíî, ÷òî ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ
è óìíîæåíèÿ åñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ êîìïîíåíò, à ïî-
òîìó åñëè âìåñòî äàííûõ ÷èñåë âçÿòü íàèìåíüøèå ïîëîæè-
òåëüíûå èëè íàèìåíüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âû÷åòû
ýòèõ ÷èñåë ïî êàêîìó-ëèáî ìîäóëþ, òî ðåçóëüòàò äåéñòâèé
íàä ýòèìè âû÷åòàìè äîëæåí áûòü ñðàâíèì ïî òîìó æå ìî-
äóëþ ñ íàèìåíüøèì âû÷åòîâ ïðîâåðÿåìîãî ðåçóëüòàòà. Åñ-
ëè ñðàâíåíèå íå èìååò ìåñòà, òî ðåçóëüòàò ïîëó÷åí íåâåðíî.
Â êà÷åñòâå ìîäóëÿ óäîáíåå áðàòü ÷èñëî, íàèìåíüøèå âû÷å-
òû ïî êîòîðîìó ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ (íàïðèìåð, äëÿ äåñÿ-
òè÷íîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ � 9, 11 èëè 5). Â ñëó÷àå 9 ìîæ-
íî áðàòü âìåñòî íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ ïðîñòî ñóììó öèôð,
â ñëó÷àå 11 � ðàçíîñòü ìåæäó ñóììàìè öèôð, ñòîÿùèõ íà
÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ìåñòàõ, ñ÷èòàÿ ñïðàâà íàëåâî (äîêàæèòå
ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ôàêòîâ ñàìîñòîÿòåëüíî!).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåïðàâèëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ñðàâíåíèÿ ãàðàíòèðóåò íåïðàâèëüíîñòü âûïîëíåíèÿ äåé-
ñòâèé. Ïðàâèëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñðàâíåíèÿ ëèøü
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ïîäòâåðæäàåò, íî íå ãàðàíòèðóåò ïðàâèëüíîñòü ðåçóëüòàòà.
Äåëî â òîì, ÷òî ïðîâåðêîé ñ ïîìîùüþ 9 èëè 11 íå ìîæåò
áûòü îáíàðóæåíà îøèáêà íà ÷èñëî, êðàòíîå 9 èëè 11 ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïîýòîìó ÷àùå âñåãî ïðîâåðÿþò îäíîâðåìåííî
÷èñëàìè 9 è 11. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíà îøèáêà íà ÷èñëî,
êðàòíîå 99, íî âåðîÿòíîñòü òàêîé îøèáêè î÷åíü ìàëà.

Ç à ä à ÷ à 13. Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü âûïîëíåíèÿ
äåéñòâèé (ñ ïîìîùüþ 9 è 11): 8740297− 561245 = 8179052.

Ð å ø å í è å.
à) Ïðîâåðêà äåâÿòêîé. Çàìåíÿåì ÷èñëà ñóììàìè èõ

öèôð:

37− 23 ≡ 32 (mod 9), 14 ≡ 32 (mod 9).

Ñðàâíåíèå ïîäòâåðæäàåò, íî íå ãàðàíòèðóåò ïðàâèëüíîñòè
âûïîëíåíèÿ äåéñòâèé.

á) Ïðîâåðêà ÷èñëîì 11.

8740297 ≡ (7 + 2 + 4 + 8)− (9 + 0 + 7) ≡ 5 (mod 11),

561245 ≡ (5 + 2 + 6)− (4 + 1 + 5) ≡ 3 (mod 11),

8179052 ≡ (2 + 0 + 7 + 8)− (5 + 9 + 1) ≡ 2 (mod 11).

Ïîëó÷èì: 5− 3 ≡ 2 (mod 11), 2 ≡ 2 (mod 11).
Ïðîâåðêà îäèííàäöàòüþ ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü ïî-

ëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà (õîòÿ àáñîëþòíîé ãàðàíòèè íåò, òàê êàê
âîçìîæíà îøèáêà íà ÷èñëî, êðàòíîå 99).

Ç à ä à ÷ à 14. Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü âûïîëíåíèÿ
äåéñòâèé (ñ ïîìîùüþ 9): 375426 · 3846 = 1443888276.

Ð å ø å í è å. Çàìåíÿåì ÷èñëà ñóììàìè èõ öèôð:

27 · 21 6≡ 51 (mod 9).

Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå âûïîëíåíî íåïðàâèëüíî.
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Ç à ì å ÷ à í è å. Ðåçóëüòàò äåëåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ êîíòðîëÿ óìíîæåíèÿ (äåëèìîå ðàâíî äåëèòåëþ, óìíî-
æåííîìó íà ÷àñòíîå, ïëþñ îñòàòîê). Âîîáùå ñëåäóåò èìåòü
â âèäó, ÷òî ñîáëþäåíèå êîíòðîëÿ ïðè íåâåðíûõ âû÷èñëå-
íèÿõ ñâÿçàíî, ïî ìåíüøåé ìåðå, ñ äâóêðàòíîé îøèáêîé â
âû÷èñëåíèÿõ, ïîýòîìó ñëåäóåò ïðèçíàòü êîíòðîëü (äàæå îä-
íèì ÷èñëîì) äåéñòâåííûì.
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Ãëàâà V. Ñðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé

�1. Ðåøåíèå ñðàâíåíèé

1. Êîðíè ñðàâíåíèé. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è

f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 �

ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷åì an íå äåëèò-
ñÿ íà m. Åñëè ïîäñòàâëÿòü âìåñòî x öåëûå ÷èñëà, òî çíà÷å-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà f (x) òîæå áóäóò öåëûìè ÷èñëàìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ñðàâíåíèå âèäà

f (x) ≡ 0 (mod m) (33)

íàçûâàåòñÿ ñðàâíåíèåì ñ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé ñòåïåíè
n.

Ðåøèòü ñðàâíåíèå (33) � çíà÷èò íàéòè âñå öåëûå çíà÷å-
íèÿ x, êîòîðûå åìó óäîâëåòâîðÿþò. Íî åñëè x1 îäíî òàêîå
÷èñëî, ò.å. f (x1) ≡ 0 (mod m), òî ïî ñâîéñòâó 9 ñðàâíåíèé
ýòîìó ñðàâíåíèþ áóäóò òàêæå óäîâëåòâîðÿòü âñå ÷èñëà

x ≡ x1 (mod m),

ò.å. âñå âû÷åòû, ïðèíàäëåæàùèå ê òîìó æå êëàññó, ÷òî è x1

ïî ìîäóëþ m. Ïîýòîìó ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ ïðèíÿòî ñ÷è-
òàòü íå îòäåëüíîå ÷èñëî, à öåëûé êëàññ ÷èñåë ïî ìîäóëþ
m, óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó ñðàâíåíèþ (33).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ðåøèòü ñðàâíåíèå (33) � çíà-
÷èò íàéòè âñå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ñðàâíåíèþ (33) èëè ïîêàçàòü, ÷òî òàêîâûõ íåò.

Ç à ì å ÷ à í è å. Òàêèõ êëàññîâ ðåøåíèé ñðàâíåíèå (33)

èìååò, î÷åâèäíî, ñòîëüêî, ñêîëüêî âû÷åòîâ ïîëíîé ñèñòåìû
åìó óäîâëåòâîðÿþò.
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Èíîãäà ìû è îòäåëüíûå ÷èñëà íàçûâàåì ðåøåíèÿìè, íî
ïðè ýòîì îíè ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà îíè íåñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì ïî äàííîìó ìîäóëþ, ò.å.
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êëàññàì.

Íåïîñðåäñòâåííûì èñïûòàíèåì âñåõ âû÷åòîâ ïîëíîé ñè-
ñòåìû ïî ìîäóëþ m ìîæíî óñòàíîâèòü, êàêèå èç íèõ äàííî-
ìó ñðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì êëàññû
ïî ìîäóëþ m ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ. Îïèñàííûé
ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïîäáîðà.

Åñëè ìîäóëü m äîñòàòî÷íî ìàë, òî ñðàâíåíèå (33) ìîæíî
ðåøèòü ìåòîäîì ïîäáîðà.

Ç à ä à ÷ à 1. Ðåøèòü ñðàâíåíèå:

x5 + x + 1 ≡ 0 (mod 7).

Ð å ø å í è å. Çàïèøåì ïîëíóþ ñèñòåìó àáñîëþòíî íàè-
ìåíüøèõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 7: 0,±1, ±2, ±3. Íàäî ïîä-
ñòàâèòü âìåñòî x ýòè âû÷åòû. Ïðè x0 = 2 ïîëó÷èì:
35 ≡ 0 (mod 7), ïîýòîìó êëàññ 2 åñòü ðåøåíèå äàííîãî ñðàâ-
íåíèÿ.

Íà ïðàêòèêå óêàçàííûé âûøå ïðèåì èñïûòàíèÿ âû÷åòîâ
ïðè áîëüøèõ ìîäóëÿõ îêàçûâàåòñÿ ãðîìîçäêèì. Åñòåñòâåí-
íî âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè ñïîñîáû (ïðèåìû), ïîç-
âîëÿþùèå íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (33) çíà÷èòåëüíî
áûñòðåå? Òàêèå ñïîñîáû ñóùåñòâóþò è îïèðàþòñÿ íà ðÿä
òåîðåì î ðàâíîñèëüíîñòè ñðàâíåíèé.
2. Ðàâíîñèëüíîñòü ñðàâíåíèé ñ îäíèì íåèçâåñò-

íûì.
Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Äâà ñðàâíåíèÿ

f (x) ≡ 0 (mod m) è g(x) ≡ 0 (mod m)

íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ êëàññîâ ðå-
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øåíèé ñîâïàäàþò. Îáîçíà÷åíèå:
(
f (x) ≡ 0 (mod m)

) ⇔ (
g(x) ≡ 0 (mod m)

)
.

Ò å î ð å ì à 1. Åñëè â ñðàâíåíèè
f (x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 ≡ 0 (mod m) (34)

êîýôôèöèåíòû a0, a1, . . . , an çàìåíèòü ÷èñëàìè, ñðàâíè-
ìûìè ñ íèìè ïî ìîäóëþ m, òî ïîëó÷åííîå ñðàâíåíèå
g(x) = bnx

n + bn−1x
n−1 + . . . + b1x + b0 ≡ 0 (mod m) (35)

áóäåò ðàâíîñèëüíî äàííîìó.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a0 ≡ b0 (mod m), a1 ≡

≡ b1 (mod m), . . . , an ≡ bn (mod m). Óìíîæèì ýòè ñðàâ-
íåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà α0, α1, . . . , αn, ãäå α � êàêîå-
íèáóäü öåëîå ÷èñëî; ïîëó÷èì: a0α

0 ≡ b0α
0 (mod m), a1α

1 ≡
≡ b1α

1 (mod m), . . . , anα
n ≡ bnα

n (mod m). Ñêëàäûâàÿ
ïîñëåäíèå ñðàâíåíèÿ ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì: a0 + a1α

1 + . . . +

+anα
n ≡ b0+b1α

1+ . . .+bnα
n (mod m), èëè, êðàòêî, f (α) ≡

≡ g(α) (mod m). Îáå ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü
ñðàâíèìû ñ íóëåì ïî ìîäóëþ m ëèøü îäíîâðåìåííî, à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñðàâíåíèÿ (34) è (35) ðàâíîñèëüíû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî:
à) âñå êîýôôèöèåíòû ñðàâíåíèÿ (34), êîòîðûå äåëÿòñÿ íà

m, ìîæíî çàìåíèòü íóëÿìè è âû÷åðêíóòü ñîîòâåòñòâóþùèå
÷ëåíû ñðàâíåíèÿ;

á) äðóãèå êîýôôèöèåíòû ìîæíî çàìåíèòü íàèìåíüøèìè
íåîòðèöàòåëüíûìè èëè àáñîëþòíî íàèìåíüøèìè âû÷åòàìè
ïî ìîäóëþ m.

Íàïðèìåð, ñðàâíåíèÿ 16x5+12x4−3x3−x+3 ≡ 0 (mod 4),

−3x3 − x + 3 ≡ 0 (mod 4) è x3 − x− 1 ≡ 0 (mod 4) ðàâíî-
ñèëüíû.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ñòåïåíüþ ñðàâíåíèÿ

f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 ≡ 0 (mod m)

íàçûâàþò íàèâûñøèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, êîýôôèöèåíò
ïðè êîòîðîì íå äåëèòñÿ íà m.

Ï ð è ì å ðû. Íàéäåì ñòåïåíè ñðàâíåíèé:
à) Ñðàâíåíèå 2x3 − 3x + 4 ≡ 0 (mod 5) èìååò ñòåïåíü

n = 3, òàê êàê 2 íå äåëèòñÿ íà 5, ò.å. 2 6≡ 0 (mod 5).
á) Ñðàâíåíèå 16x5 +12x4− 3x3−x+3 ≡ 0 (mod 4) èìååò

ñòåïåíü n = 3, òàê êàê 16 ≡ 0 (mod 4), 12 ≡ 0 (mod 4), à
−3 6≡ 0 (mod 4).

Ñðàâíåíèå, ó êîòîðîãî âñå êîýôôèöèåíòû äåëÿòñÿ íà ìî-
äóëü m, ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê íå èìåþùåå ñòåïåíè. Òàêî-
ìó ñðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Íàïðèìåð,
ñðàâíåíèå 28x2 +7x+14 ≡ 0 (mod 7) ñòåïåíè íå èìååò. Åìó
óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå öåëîå ÷èñëî, òàê êàê ïðè ëþáîì x ∈ Z
ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 7.

Ïðè ðåøåíèè ñðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíóþ âåëè-
÷èíó, èíîãäà ïðèõîäèòñÿ óìíîæàòü îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ íà
îäíî è òî æå ÷èñëî. Îäíàêî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå âñåãäà
ïðèâîäèò ê ðàâíîñèëüíîìó ñðàâíåíèþ. Ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 2. Åñëè îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ (34) óìíî-
æèòü íà öåëîå ÷èñëî k, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m,
òî ïîëó÷åííîå ñðàâíåíèå áóäåò ðàâíîñèëüíî äàííîìó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü c ∈ c � ëþáîå ðåøåíèå
ñðàâíåíèÿ (34), ò.å.

f (c) = anc
n + an−1c

n−1 + . . . + a1c + a0 ≡ 0 (mod m).

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ íà k, ïîëó÷èì:

kf (c) = kanc
n + kan−1c

n−1 + . . . + ka1c + ka0 ≡ 0 (mod m).
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Ñëåäîâàòåëüíî, c � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

kf (x) ≡ 0 (mod m).

Îáðàòíî, ïóñòü d ∈ d � ðåøåíèå ïîñëåäíåãî ñðàâíåíèÿ, ò.å.

kf (d) ≡ 0 (mod m).

Òàê êàê (k, m) = 1, òî îáå ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ ìîæíî
ðàçäåëèòü íà k. Ïîëó÷èì: f (d) ≡ 0 (mod m). Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî d � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (34). Èòàê, åñëè (k, m) = 1,
òî

(
f (x) ≡ 0 (mod m)

) ⇔ (
kf (x) ≡ 0 (mod m)

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ä à ÷ à 1. Âûÿñíèòü, ðàâíîñèëüíû ëè ñðàâíåíèÿ:

3x− 1 ≡ 0 (mod 5) è 3x3 + 4x2 + x− 2 ≡ 0 (mod 5).
Ð å ø å í è å. Çàïèøåì ïîëíóþ ñèñòåìó íàèìåíüøèõ

íåîòðèöàòåëüíûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 5: 0, 1, 2, 3, 4. Íàé-
äåì âñå êëàññû ðåøåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ñðàâíåíèÿ. Ïåð-
âîå ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 2 = {x = 2+

+3t, t ∈ Z}, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì âòî-
ðîãî ñðàâíåíèÿ (ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!). Ñëåäîâà-
òåëüíî, äàííûå ñðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

Ç à ì å ÷ à í è å. Â ýòîé çàäà÷å ìû âèäèì, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíûå ñðàâíåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû èìåòü îäíó è
òó æå ñòåïåíü.

Åñëè ìîäóëü m = p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî äëÿ ïîíèæåíèÿ
ñòåïåíè ñðàâíåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ôåð-
ìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x, p) = 1, òî

xp−1 ≡ 1 (mod m) ⇒ xp ≡ x (mod m).
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Ï ð è ì å ð. Çàìåíèòü ñðàâíåíèå

3x10 + 6x8 + 3x6 − 2x5 − x3 + 8x− 2 ≡ 0 (mod 5)

ðàâíîñèëüíûì ñðàâíåíèåì áîëåå íèçêîé ñòåïåíè.
Òàê êàê x5 ≡ x (mod 5), òî x6 ≡ x2 (mod 5),

x8 ≡ x4 (mod 5), x10 ≡ x2 (mod 5), è ïîòîìó äàííîå ñðàâ-
íåíèå áóäåò ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ

x4 − x3 + x2 + x− 2 ≡ 0 (mod 5).

�2. Ñðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé ïåðåìåííîé

1. Ðåøåíèå ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè. Ðàññìîò-
ðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñðàâíåíèÿ f (x) ≡ 0 (mod m), êîãäà
deg f (x) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå îíî áóäåò èìåòü âèä:

ax ≡ b (mod m). (36)

Âûÿñíèì, ñêîëüêî êëàññîâ ðåøåíèé ìîæåò èìåòü ýòî ñðàâ-
íåíèå.

Ò å î ð å ì à 3. Åñëè (a, m) = 1, òî ñðàâíåíèå (36)

èìååò åäèíñòâåííûé êëàññ ðåøåíèé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü

ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m:

x1, x2, . . . , xm. (37)

Ïî óñëîâèþ (a, m) = 1. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 10 èç ï.2 §2
ãë. IV ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë:

ax1, ax2, . . . , axm

òîæå ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Òàêèì îáðà-
çîì, åñëè â (36) âìåñòî x ïîäñòàâëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî âñå
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âû÷åòû ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ (37), òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî
ñðàâíåíèÿ ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ.
Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îäíîãî xi (1 6 i 6 m) ÷èñëî axi

îêàæåòñÿ â òîì æå ñàìîì êëàññå, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò
÷èñëî b; ïðè ýòîì axi ≡ b (mod m). Èòàê, åñëè (a, m) = 1,
òî ñðàâíåíèå (36) èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x ≡ xi (mod m).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (36) ìîæíî íàéòè ïóòåì èñïûòàíèÿ

ïîëíîé ñèñòåìû àáñîëþòíî íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (36) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Ò å î ð å ì à 4. Åñëè (a, m) = 1, òî ðåøåíèåì ñðàâíå-
íèÿ (36) ÿâëÿåòñÿ êëàññ x ≡ baϕ(m)−1 (mod m).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ (a, m) = 1, òî-
ãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Ýéëåðà aϕ(m) ≡ 1 (mod m). Óìíî-
æèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ íà b. Ïîëó÷èì:
aϕ(m)b ≡ b (mod m) èëè a · aϕ(m)−1b ≡ b (mod m). Ñðàâíè-
âàÿ ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ñ ax ≡ b (mod m), íàõîäèì, ÷òî
êëàññ x ≡ baϕ(m)−1 (mod m) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ
ax ≡ b (mod m), à ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ýòî ðåøåíèå åäèí-
ñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 5. Åñëè (a, m) = d > 1 è b 6 ... d, òî ñðàâ-
íåíèå (36) ðåøåíèé íå èìååò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðàâíåíèå
ax ≡ b (mod m) èìååò ðåøåíèå � êëàññ ïî ìîäóëþ m è
c ∈ c, òîãäà ac ≡ b (mod m), èëè ac = b + mt, t ∈ Z ⇒
⇒ ac −mt = b. Òàê êàê (a ... d) & (m ... d), òî (ac −mt) ... d,
îòêóäà b ... d, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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Ò å î ð å ì à 6. Åñëè (a, m) = d > 1 è b ... d, òî ñðàâ-
íåíèå (36) èìååò d ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé. Âñå ýòè ðåøåíèÿ

îáðàçóþò îäèí êëàññ ïî ìîäóëþ
m

d
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ êàæäîå èç ÷èñåë
a, b, m äåëèòñÿ íà d. Ïîëîæèì, a = a1d, b = b1d, m = m1d.
Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ (36) è ìîäóëü íà d, ïîëó÷èì
ðàâíîñèëüíîå åìó ñðàâíåíèå:

a1x ≡ b1 (mod m1). (38)
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x = α � öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå ñðàâíåíèþ (36); òîãäà aα ≡ b (mod m), à ïîñëå äåëå-
íèÿ îáåèõ ÷àñòåé ñðàâíåíèÿ è ìîäóëÿ íà d ïîëó÷èì: a1α ≡
≡ b1 (mod m1). Ñëåäîâàòåëüíî, α óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ
(38).

Îáðàòíî, ïóñòü x = β óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (38), òî-
ãäà a1β ≡ b1 (mod m1). Óìíîæèâ îáå ÷àñòè è ìîäóëü ýòîãî
ñðàâíåíèÿ íà d, ïîëó÷èì: aβ ≡ b (mod m). Çíà÷èò, β óäî-
âëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (36).

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèÿ (36) è (38) ðàâíîñèëüíû.
Â ñðàâíåíèè (38) (a1, m1) = 1, ïîýòîìó îíî èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå x ≡ (mod m1), èëè x = + m1t, (ãäå c �
íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò ïî ìîäóëþ m1, t ∈ Z),
èëè

. . . , c− 2m1, c−m1, c, c + m1, c + 2m1, . . . ,

. . . , c + (d− 1)m1, c + dm1, . . . (39)
Âñå âû÷åòû èç (39) è òîëüêî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ
(38) è ðàâíîñèëüíîìó åìó ñðàâíåíèþ (36).

Ïîíÿòíî, ÷òî ïî ìîäóëþ m1 =
m

d
âñå ÷èñëà èç ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè (39) ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó. Ïî ìîäóëþ
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æå m = m1d îíè áóäóò ïðèíàäëåæàòü ðàçëè÷íûì êëàññàì,
âû÷åòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ:

c, c + m1, c + 2m1, . . . , c + (d− 1)m1. (40)
Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ âû÷åòîâ èç (40) íå
äåëèòñÿ íà m (ïîýòîìó âñå îíè ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì
êëàññàì ïî ìîäóëþ m), à äëÿ êàæäîãî äðóãîãî âû÷åòà èç
(39) íàéäåòñÿ ñðåäè âû÷åòîâ (40) òàêîé, ÷òî èõ ðàçíîñòü áó-
äåò êðàòíà m (ïîýòîìó òàêèå âû÷åòû ïðèíàäëåæàò îäíîìó
êëàññó ïî ìîäóëþ m).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðàâíåíèå (36) èìååò d ðàçëè÷íûõ ðåøå-
íèé ïî ìîäóëþ m:

x ≡ c (mod m)

x ≡ c + m1 (mod m)

x ≡ c + 2m1 (mod m)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ c + (d− 1)m1 (mod m),

ãäå c � íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò èç êëàññà �
ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (38). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ä à ÷ à 2. Ðåøèòü ñðàâíåíèÿ:
à) 5x ≡ 3 (mod 7);
á) 45x ≡ 14 (mod 35);
â) 8x ≡ 4 (mod 12).
Ð å ø å í è å.
à) Òàê êàê (5, 7) = 1, òî ïî òåîðåìå 3 ñðàâíåíèå èìååò

åäèíñòâåííûé êëàññ ðåøåíèé x ≡ 3 · 5ϕ(7)−1 (mod 7) ⇔ x ≡
≡ 3 · 55 (mod 7) ⇔ x ≡ 2 (mod 7) ⇒ x = 2 + 7t, t ∈ Z.

á) Òàê êàê (45, 35) = 5, íî 14 6 ... 5, òî ñðàâíåíèå ðåøåíèé
íå èìååò.

â) Òàê êàê (8, 4) = 4 è 4 ... 4, òî ñðàâíåíèå èìååò ÷åòû-
ðå ðåøåíèÿ. Äåëèì îáå ÷àñòè è ìîäóëü ñðàâíåíèÿ íà 4,
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ïîëó÷èì: 2x ≡ 1 (mod 3). Òàê êàê (2, 3) = 1, òî x ≡
≡ 2 (mod 3) ⇒ x = 2 + 3t, t ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, ðåøå-
íèÿìè ñðàâíåíèÿ 8x ≡ 4 (mod 12) áóäóò:

x0 ≡ 2 (mod 12)

x1 ≡ 5 (mod 12)

x2 ≡ 8 (mod 12)

x3 ≡ 11 (mod 12).

2. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 5. Óðàâíåíèå âèäà:

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b, (41)

ãäå ai, xi ∈ Z (i = 1, 2, . . . , n), b ∈ Z, íàçûâàåòñÿ äèîôàí-
òîâûì óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè ñ n ïåðåìåííûìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 6. Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð öåëûõ
÷èñåë (α1, α2, . . . , αn), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ (41),
íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (41):

ax + by = c, (42)

ãäå a, b, c ∈ Z.
Ïîêàæåì, ÷òî îòûñêàíèå öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé äèî-

ôàíòîâà óðàâíåíèÿ (42) òåñíî ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ñðàâíå-
íèé ïåðâîé ñòåïåíè. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ,
êîãäà ÷èñëà a è b îòëè÷íû îò íóëÿ (åñëè, íàïðèìåð, b = 0,
òî óðàâíåíèå (42) ïðèíèìàåò âèä ax = c).

Èòàê, ïóñòü (a 6= 0) & (b 6= 0), à ïàðà öåëûõ ÷è-
ñåë (x0, y0) � åñòü îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (42). Òîãäà
ax0 + by0 = c ⇒ ax0 − c = −by0 ⇒ (ax0 − c) ... b ⇒ ax0 ≡
≡ c (mod b), ò.å. x0 åñòü ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (42).
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Îáðàòíî, ïóñòü x0 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ c (mod b).
Òîãäà ax0 ≡ c (mod b), ò.å. (ax0 − c) ... b. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ax0 − c = −by0, ãäå y0 � öåëîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî ax0+

+by0 = c. Èíûìè ñëîâàìè, (x0, y0) � öåëî÷èñëåííîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (42).

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Ò å î ð å ì à 7. Åñëè (x0, y0) � öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå

äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (42), ïðè÷åì (a 6= 0) & (b 6= 0), òî
x0 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ c (mod b).

Îáðàòíî, åñëè x0 � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ax ≡ c (mod b),
òî ñóùåñòâóåò òàêîå y0 ∈ Z, ÷òî (x0, y0) � ðåøåíèå
äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (42).

Òåîðåìà 7 ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâ-
íåíèé âèäà (42) ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè, è
îáðàòíî.

Ïîýòîìó èç òåîðåì 3, 5, 6 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (42)

áóäåò èìåòü ðåøåíèå, åñëè (a, b) = d è c ... d, è íå áóäåò
èìåòü ðåøåíèÿ, åñëè (a, b) = d è c 6 ... d.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
âèäà (42) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ýòàïà: íàõîæäåíèå õîòÿ áû
îäíîãî òàêîãî ðåøåíèÿ è íàõîæäåíèå îáùåãî âèäà ðåøåíèé.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âòîðîé ýòàï.

Ò å î ð å ì à 8. Åñëè èçâåñòíî ÷àñòíîå öåëî÷èñëåííîå
ðåøåíèå (x0, y0) äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (42) è (a, b) = d,
òî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

x = x0 −
b

d
t, y = y0 +

a

d
t, (43)

ãäå t ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ∀t ∈ Z
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÷èñëà x = x0−
b

d
t è y = y0 +

a

d
t óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(42). Â ñàìîì äåëå, òàê êàê (x0, y0) � îäíî èç ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (42), òî ax0 + by0 = c, è ïîòîìó

a

(
x0 −

b

d
t

)
+ b

(
y0 +

a

d
t

)
= ax0 + by0 = c.

Çíà÷èò, ∀t ∈ Z âûðàæåíèÿ (43) äàþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(42).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòèì èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå öåëî÷èñ-
ëåííûå ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (42). Â ñàìîì äå-
ëå, ïóñòü (x1, y1) � òàêîå ðåøåíèå. Òîãäà ax1 + by1 = c è
ax0 + by0 = c. Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì:

a(x1 − x0) + b(y1 − y0) = 0. (44)

Òàê êàê (a, b) = d, òî ÷èñëà
a

d
è

b

d
âçàèìíî ïðîñòû. Ïîäåëèì

îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà d è ïåðåíåñåì âòîðîå
ñëàãàåìîå â ïðàâóþ ÷àñòü:

a

d
(x1 − x0) = −b

d
(y1 − y0).

Íî
a

d
è

b

d
âçàèìíî ïðîñòû, à ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äåëèòñÿ

íà
a

d
. Ïîýòîìó (y1−y0)

...
a

d
⇒ y1−y0 =

a

d
t1 ⇒ y1 = y0 +

a

d
t1,

t1 ∈ Z. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå y1−y0 =
a

d
t1 â (44), ïîëó÷àåì:

a

d
(x1 − x0) = −b

d
· a
d
· t1,

è ïîòîìó

x1 − x0 = −b

d
t1 ⇒ x1 = x0 −

b

d
t1.
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Ìû íàøëè òàêîå öåëîå t1, ÷òî

(x1 = x0 −
b

d
t1) & (y1 = y0 +

a

d
t1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà a è b âçàèìíî ïðîñòû, ôîðìóëû

îáùåãî ðåøåíèÿ (43) ïðèíèìàþò âèä:

x = x0 − bt, y = y0 + at (45)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ïðèìåíèìû òå æå ñïî-
ñîáû, ÷òî è äëÿ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèé (ìîæíî èñïîëüçîâàòü,
ê ïðèìåðó, òåîðåìó Ýéëåðà).

Ç à ä à ÷ à 3. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå:

8x + 6y = 4.

Ð å ø å í è å. Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 2, ïîëó-
÷èì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå: 4x + 3y = 2. Çàìåíèì ýòî
óðàâíåíèå ñðàâíåíèåì: 4x ≡ 2 (mod 3). Ðåøàÿ åãî, íàõî-
äèì: x ≡ 2 (mod 3) ⇒ x = 2 + 3t, t ∈ Z. Òåïåðü íàéäåì
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ: x = 2 + 3t ⇒ 8(2 + 3t) + 6y =

= 4 ⇒ 6y = 4− 16− 24t ⇒ y = −2− 4t.
Èòàê, x = 2 + 3t; y = −2− 4t, t ∈ Z.
Ç à ä à ÷ à 4. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå:

5x + 3y = 7.

Ð å ø å í è å. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ â âèäå ñðàâíåíèÿ:
5x ≡ 7 (mod 3), îòêóäà x ≡ 2 (mod 3), ò.å. x = 2 + 3t, t ∈ Z.
Ïîäñòàâèì íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ x â óðàâíåíèå. Ïîëó-
÷èì: 5(2+3t)+3y = 7 ⇒ 3y = 7−5(2+3t) ⇒ 3y = −3−15t ⇒
⇒ y = −1− 5t.

Òàêèì îáðàçîì, x = 2 + 3t; y = −1− 5t, t ∈ Z.
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Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè â äèîôàíòîâîì óðàâíåíèè (42)

(a, b) = 1 è a, b ∈ N, òî åãî ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ
öåïíûõ äðîáåé.

Ðàçëîæèì
a

b
â öåïíóþ äðîáü:

a

b
= [q0; q1, . . . , qn] è íàéäåì

ïîäõîäÿùèå äðîáè. Ïîñëåäíÿÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü
Pn

Qn
=

a

b
.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ (a, b) = 1 è (Pn, Qn) = 1 (ïî òåîðåìå
6 ï.2 �1 ãë. III), òî Pn = a, Qn = b.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 ï.2 �1 ãë. III èìååì:

Pn−1Qn − PnQn−1 = (−1)n,

èëè
PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n−1,

èëè
aQn−1 − bPn−1 = (−1)n−1.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà (−1)n−1c, ïî-
ëó÷èì

a(−1)n−1cQn−1 + b(−1)ncPn−1 = c. (46)
Ñðàâíèâàÿ (46) ñ (42), íàõîäèì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(42):

x0 = (−1)n−1cQn−1, y0 = (−1)ncPn−1. (47)
Èç (45) è (47) ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò
âèä:

x = (−1)n−1cQn−1 − bt, y = (−1)ncPn−1 + at, (48)

ãäå Pn−1 è Qn−1 � ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðåäïîñëåä-

íåé ïîäõîäÿùåé äðîáè ðàçëîæåíèÿ
a

b
â öåïíóþ äðîáü, à t �

ëþáîå öåëîå ÷èñëî.
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Ç à ä à ÷ à 5. Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

3x + 7y = 11

ñ ïîìîùüþ öåïíûõ äðîáåé.

Ð å ø å í è å. Çäåñü a = 3, b = 7, c = 11. Ðàçëîæèì
3

7
â

öåïíóþ äðîáü:
3

7
= [0; 2, 3]. Èìååì: n = 2, Pn−1 = P1 = 1,

Qn−1 = Q1 = 2; îäíèì èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé áóäåò:

x0 = (−1)1 · 11 · 2 = −22, y0 = (−1)0 · 11 · 1 = 11.

Îáùåå ðåøåíèå ñîãëàñíî (48) áóäåò:

x = −22− 7t, y = 11 + 3t, t ∈ Z.

�3. Ñèñòåìû ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé
ïåðåìåííîé

1. Ðåøåíèå ñèñòåì ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè.
Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Ñèñòåìà âèäà:





a1x ≡ b1 (mod m1)

a2x ≡ b2 (mod m2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

akx ≡ bk (mod mk)

(49)

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé ïå-
ðåìåííîé.

Åñëè íåêîòîðîå ÷èñëî α óäîâëåòâîðÿåò ýòîé ñèñòåìå, ò.å.
åñëè (a1α − b1)

...m1, (a2α − b2)
...m2, . . . , (akα − bk)

...mk

è M = [m1, m2, . . . , mk] � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå
÷èñåë m1, m2, . . . , mk, à β � ëþáîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî β ≡
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≡ α (mod M), òî (ñâîéñòâî 9 ï.2 �1 ãë. IV) äëÿ âñåõ
i (1 6 i 6 k) áóäåò aiβ − bi ≡ aiα−
−bi (mod M), à, ñëåäîâàòåëüíî (ñâîéñòâî 5 ï.2 �1 ãë. IV),
aiβ − bi ≡ aiα − bi (mod mi), ò.å. aiβ − bi ≡ 0 (mod mi),
èëè aiβ ≡ bi (mod mi), (1 6 i 6 k).

Ìû âèäèì, ÷òî âìåñòå ñ êàæäûì ÷èñëîì α, óäîâëåòâîðÿ-
þùèì ñèñòåìå (49), ýòîé æå ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿåò è ëþ-
áîå ÷èñëî êëàññà α ïî ìîäóëþ M = [m1, m2, . . . , mk].
Åñòåñòâåííî âåñü ýòîò êëàññ ÷èñåë ðàññìàòðèâàòü êàê îäíî
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 8. Ðåøåíèåì ñèñòåìû ñðàâ-
íåíèé (49) íàçûâàåòñÿ êëàññ ÷èñåë ïî ìîäóëþ
M = [m1, m2, . . . , mk], ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ êàæäîìó ñðàâíåíèþ ñèñòåìû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 9. Ñèñòåìà (49) íàçûâàåòñÿ ñîâ-
ìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå (êëàññ ðå-
øåíèé).

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè õîòÿ áû îäíî ñðàâíåíèå ñèñòåìû
(49) íå áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ, òî è âñÿ ñèñòåìà (49) áóäåò
íåñîâìåñòíîé.
2. Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ñðàâíåíèé. Ðå-

øèòü ñèñòåìó (49) � çíà÷èò íàéòè âñå öåëûå çíà÷åíèÿ x,
êîòîðûå åé óäîâëåòâîðÿþò. ßñíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
òàêèõ ÷èñåë íåîáõîäèìî (íî íåäîñòàòî÷íî), ÷òîáû êàæäîå
ñðàâíåíèå â îòäåëüíîñòè áûëî ðàçðåøèìûì. Ïîýòîìó äî-
ñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèñòåìû





x ≡ c1 (mod m1)

x ≡ c2 (mod m2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ ck (mod mk).

(50)
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèñòåìó âèäà:{
x ≡ c1 (mod m1)

x ≡ c2 (mod m2).
(51)

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ýòè ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ïåðâûì è âòîðûì.

Ò å î ð å ì à 9. Ïóñòü d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü, à M � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå m1 è m2; òîãäà,
åñëè (c2 − c1) 6 ... d, òî ñèñòåìà ñðàâíåíèé (51) íå èìååò
ðåøåíèé, à åñëè (c2 − c1)

... d, òî ñèñòåìà (51) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé êëàññ ÷èñåë ïî
ìîäóëþ M .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ (51) ïî-
ëó÷àåì x = c1 +m1t. Ïðè ëþáîì öåëîì t òàêèå x óäîâëåòâî-
ðÿþò ïåðâîìó ñðàâíåíèþ. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñè-
ñòåìû (51) ñâîäèòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ê òîìó, ÷òîáû âûáðàòü
òàêèå t, ïðè êîòîðûõ x óäîâëåòâîðÿåò è âòîðîìó ñðàâíåíèþ,
ò.å. íàéòè âñå öåëûå t, òàêèå, ÷òî

c1 + m1t ≡ c2 (mod m2).

Îòûñêàíèå òàêèõ t ñâåëîñü ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèÿ ïåðâîé
ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíîé t:

m1t ≡ c2 − c1 (mod m2). (52)
Åñëè ïðè (m1, m2) = d áóäåò (c2 − c1) 6 ... d, òî (òåîðåìà 5)
ñðàâíåíèå (52) íå èìååò ðåøåíèé, ò.å. ñðåäè âñåõ çíà÷åíèé x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ x ≡ c1 (mod m1), íåò íè îäíî-
ãî, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿëî áû ñðàâíåíèþ x ≡ c2 (mod m2),
è ñèñòåìà (51) íåñîâìåñòíà. Åñëè (c2 − c1)

... d, òî ðåøåíèå
ñðàâíåíèÿ (52) ìîæíî çàïèñàòü (òåîðåìà 6) â âèäå êëàññà

ïî ìîäóëþ
m2

d
, ò.å. â âèäå:
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t ≡ α

(
mod

m2

d

)
, t = α +

m2

d
y, y ∈ Z;

ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ t â óðàâíåíèå (x = c1+m1t), âûäå-
ëÿåì èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîìó
ñðàâíåíèþ, òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò è âòîðîìó:

x = c1 + m1

(
α +

m2

d
y

)
= c1 + m1α +

m1m2

d
y = β +

m1m2

d
y,

y ∈ Z.

Ýòè çíà÷åíèÿ x îáðàçóþò êëàññ ïî ìîäóëþ
m1m2

d
= M , ò.å.

x ≡ β (mod M).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 8 ñèñòåìà ñðàâíåíèé èìå-

åò îäíî ðåøåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ò å î ð å ì à 10. Ñèñòåìà ñðàâíåíèé (50) ëèáî ñîâñåì

íå èìååò ðåøåíèé, ëèáî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé êëàññ ÷èñåë ïî ìîäóëþ M , ðàâíîìó
íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ÷èñåë m1, m2, . . . , mk.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî,
èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ïî ÷èñëó ñðàâ-
íåíèé k).

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè ñèñòåìà (50) èìååò ðåøåíèÿ, òî
èõ ìîæíî íàéòè, ðåøèâ ñíà÷àëà ïåðâûå äâà ñðàâíåíèÿ, äî-
áàâèâ ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî òðåòüå è ò.ä., ïîêà íå áóäåò
èñ÷åðïàíà âñÿ ñèñòåìà.

Ç à ä à ÷ à 6. Èññëåäîâàòü, èìååò ëè ðåøåíèå ñèñòåìà
{

2x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 4 (mod 11).

è, åñëè èìååò, òî íàéòè åãî.
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Ð å ø å í è å. Ðåøèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Òàê
êàê (2, 7) = 1, òî ïîëó÷èì: x ≡ 5 (mod 7). Ñèñòåìà ïðèìåò
âèä: {

x ≡ 5 (mod 7)

x ≡ 4 (mod 11).

Èìååì: (7, 11) = 1 ⇒ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå. Íàõîäèì
ðåøåíèå ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ: x = 5+7t. Ïîäñòàâèì âûðàæå-
íèå äëÿ x âî âòîðîå ñðàâíåíèå ñèñòåìû. Ïîëó÷èì: 5 + 7t ≡
≡ 4 (mod 11) ⇔ 7t ≡ −1 (mod 11). Òàê êàê (7, 11) =

= 1, òî ýòî ñðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êëàññ ðåøåíèé:
t ≡ 3 (mod 11) èëè t = 3 + 11u. Òîãäà: x = 5 + 7t =

= 5 + 7(3 + 11u) = 5 + 21 + 77u = 26 + 77u, u ∈ Z. Òàêèì
îáðàçîì, x = 26 + 77u, u ∈ Z.

Ç à ä à ÷ à 7. Ðåøèòü ñèñòåìó ñðàâíåíèé:




4x ≡ 2 (mod 6)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ −2 (mod 7).

Ð å ø å í è å. Ðåøèì ïåðâîå ñðàâíåíèå ñèñòåìû. Òàê êàê
(4, 6) = 2 è 2 ... 2, òî îíî èìååò äâà êëàññà ðåøåíèé. Íàéäåì
èõ:

4x ≡ 2 (mod 6) ⇔ 2x ≡ 1 (mod 3) ⇒
⇒ 2x ≡ 4 (mod 3) ⇒ x ≡ 2 (mod 3) ⇔

⇔ x = 2 + 3t, t ∈ Z,

îòêóäà ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ:
x0 ≡ 2 (mod 6)

x1 ≡ 5 (mod 6).

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñðàâíåíèé áóäåò ðàâíî-
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ñèëüíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì ñðàâíåíèé:







x ≡ 2 (mod 6)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ −2 (mod 7)



x ≡ 5 (mod 6)

x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ −2 (mod 7).

Ðåøèì ñíà÷àëà ïåðâóþ ñèñòåìó. Èç ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ
ïîëó÷èì: x = 2 + 6t; ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå
ñðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê ñðàâíåíèþ 2 + 6t ≡ 3 (mod 5) ⇒
⇒ 6t ≡ 1 (mod 5). Òàê êàê (6, 5) = 1, òî t ≡ 1 (mod 5) ⇒
⇒ t = 1+5q. Ïîäñòàâëÿåì t = 1+5q â ðàâåíñòâî x = 2+6t.
Ïîëó÷èì: x = 2 + 6(1 + 5q) = 2 + 6 + 30q = 8 + 30q.

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì x = 8 + 30q â òðåòüå ñðàâíå-
íèå ïåðâîé ñèñòåìû. Èìååì: 8 + 30q ≡ −2 (mod 7) ⇒
⇒ 30q ≡ −10 (mod 7). Òàê êàê (30, 7) = 1, òî q ≡
≡ 2 (mod 7) ⇒ q = 2 + 7p, ãäå p ∈ Z. Òîãäà x =

= 8 + 30q = 8 + 30(2 + 7p) = 68 + 210p, p ∈ Z ⇒
⇒ x ≡ 68 (mod 210).

Èòàê, ðåøåíèå ïåðâîé ñèñòåìû: x ≡ 68 (mod 210).
Ðåøàåì âòîðóþ ñèñòåìó. Èç ñðàâíåíèÿ x ≡ 5 (mod 6) ïî-

ëó÷àåì, ÷òî x = 5 + 6s. Ïîýòîìó 5 + 6s ≡ 3 (mod 5) ⇒
⇒ 6s ≡ −2 (mod 5) ⇒ s ≡ 3 (mod 5) ⇒ s = 3 + 5u. Òî-
ãäà x = 5 + 6s = 5 + 6(3 + 5u) = 5 + 18 + 30u = 23 + 30u.
Èìååì: 23 + 30u ≡ −2 (mod 7) ⇒ 30u ≡ −25 (mod 7). Òàê
êàê (30, 7) = 1, òî u ≡ 5 (mod 7) ⇒ u = 5 + 7v. Òîãäà
x = 23+30u = 23+30(5+7v) = 23+150+210v = 173+210v,
v ∈ Z⇒ x ≡ 173 (mod 210).

Èòàê, ðåøåíèå âòîðîé ñèñòåìû: x ≡ 173 (mod 210).
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Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èìååò äâà êëàññà ðåøåíèé:
x0 ≡ 68 (mod 210)

x1 ≡ 173 (mod 210).

�4. Ñðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé ïî ïðîñòîìó
ìîäóëþ

1. Î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ðåøåíèé. Ñðàâíåíèÿ ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàèáîëåå ïðîñòîé
ñëó÷àé ñðàâíåíèé. Âìåñòå ñ òåì ýòî è íàèáîëåå âàæíûé
ñëó÷àé, òàê êàê ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ
ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.

Âî âñåì ýòîì ïàðàãðàôå áóêâîé p áóäåì îáîçíà÷àòü ìî-
äóëü, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïðîñòîå ÷èñëî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 10. Ñðàâíåíèå âèäà
f (x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 ≡ 0 (mod p), (53)

ãäå an 6 ... p, íàçûâàþò ñðàâíåíèåì n-îé ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó
ìîäóëþ.

Îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (53) íå ñóùåñòâóåò
(åñëè íå ñ÷èòàòü ïåðåáîð ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ p). Ñóùåñòâóþùèå æå ÷àñòíûå ïðèåìû ðåøåíèÿ îñíîâà-
íû íà ïîíÿòèè ðàâíîñèëüíîñòè ñðàâíåíèé è òåîðåìå Ôåðìà.

Ò å î ð å ì à 11. Ñðàâíåíèå (53) ïðè n > p ðàâíîñèëüíî
íåêîòîðîìó ñðàâíåíèþ ñòåïåíè íå âûøå p− 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíî ñðàâíåíèå (53),
ïðè÷åì deg f (x) = n > p. Èìååì: ∀x ∈ Z (x, p) =

= 1, ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñëåäñòâèå òåîðåìû Ôåðìà: xp ≡
≡ x (mod p) ⇒ (xp − x) ≡ 0 (mod p). Ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí
f (x) íà ìíîãî÷ëåí xp − x ñ îñòàòêîì. Ïîëó÷èì:

f (x) = (xp − x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg(xp − x) = p.

155



Òîãäà

f (x) ≡ 0 (mod p) ⇔ (xp − x)q(x) + r(x) ≡ 0 (mod p).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∀x ∈ Z xp − x ≡ 0 (mod p), ïîëó÷èì:

f (x) ≡ 0 (mod p) ⇔ r(x) ≡ 0 (mod p),

deg r(x) 6 (p− 1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ä à ÷ à 8. Ðåøèòü ñðàâíåíèå:

f (x) = x8 + 13x5 + 8x3 + 10x2 + 13 ≡ 0 (mod 5).

Ð å ø å í è å. Óïðîñòèì ëåâóþ ÷àñòü ñðàâíåíèÿ, çàìå-
íèâ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f (x) ÷èñëàìè, ñðàâíèìûìè
ïî ìîäóëþ 5:

f (x) ≡ x8 + 3x5 + 3x3 + 3 ≡ 0 (mod 5).

Ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí f (x) íà ìíîãî÷ëåí x5−x ñ îñòàòêîì.
Ïîëó÷èì: f (x) = (x5−x)(x3 + 3) + (x4 + 3x3 + 3x+ 3). Òîãäà

x8 + 13x5 + 8x3 + 10x2 + 13 ≡ 0 (mod 5) ⇔
⇔ x4 + 3x3 + 3x + 3 ≡ 0 (mod 5).

Ïîëó÷åííîå ñðàâíåíèå ðåøàåì ìåòîäîì èñïûòàíèÿ ïîë-
íîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 5: 0, ±1, ±2. Íàõîäèì, ÷òî
x ≡ 1 (mod 5).

Òàêèì îáðàçîì, x ≡ 1 (mod 5) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
íàøåãî ñðàâíåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 12. Åñëè m = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k � êàíîíè-

÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìîäóëÿ m, òî ñðàâíåíèå

f (x) ≡ 0 (mod m) (54)
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ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ñðàâíåíèé:




f (x) ≡ 0 (mod pα1
1 )

f (x) ≡ 0 (mod pα2
2 )

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (x) ≡ 0 (mod p
αk
k )

(55)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (55) (îïðåäå-
ëåíèå 8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññû ïî ìîäóëþ m, ðàâíî-
ìó íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ÷èñåë pα1

1 , pα2
2 , . . . , p

αk
k .

Åñëè êëàññ a ïî ìîäóëþ m óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (55), ò.å.
åñëè f (a) ... pα1

1 , f (a) ... pα2
2 , . . . , f (a) ... pαk

k , òî ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî è åãî ñâîéñòâàì (ñì.
¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1), f (a) ...m ⇔ f (a) ≡ 0 (mod m), ò.å. a

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (54).
Íàîáîðîò, åñëè êëàññ a óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ (54), òî

f (a) ...m, à ïîñêîëüêó m ... pαi
i , èìååì: f (a) ... pαi

i ⇔ f (a) ≡
≡ 0 (mod pαi

i ), ïðè i = 1, 2, . . . , k, ò.å. a � ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (55). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ä à ÷ à 9. Ðåøèòü ñðàâíåíèå:

x2 − 2x− 1 ≡ 0 (mod 18).

Ð å ø å í è å. Èìååì: m = 18 = 2 · 33. Òîãäà ñðàâíåíèå
ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ñðàâíåíèé:

{
x2 − 2x− 1 ≡ 0 (mod 2)

x2 − 2x− 1 ≡ 0 (mod 9).

Äëÿ ïåðâîãî ñðàâíåíèÿ èñïûòûâàåì êëàññû âû÷åòîâ 0, 1.
Äëÿ âòîðîãî ñðàâíåíèÿ àíàëîãè÷íî èñïûòûâàåì êëàññû âû-
÷åòîâ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî êëàññ
1 óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó ñðàâíåíèþ, íî íå óäîâëåòâîðÿåò
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âòîðîìó, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò, òîãäà
èñõîäíîå ñðàâíåíèå (ðàâíîñèëüíîå äàííîé ñèñòåìå) òîæå íå
áóäåò èìåòü ðåøåíèé.

Â òåîðèè ñðàâíåíèé áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ:

Ò å î ð å ì à 13. Ñðàâíåíèå (53) èìååò íå áîëåå n ðå-
øåíèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áåçó â àëãåáðå (ñì.
¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Ïóñòü ñðàâíåíèå (53) èìååò ðåøåíèå
x1, ò.å. f (x1) ≡ 0 (mod p). Òîãäà ïî òåîðåìå Áåçó èìååì
òîæäåñòâî:

f (x) = (x− x1)f1(x) + f (x1),

ãäå f1(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n−1 ñ íåèçìåííûì ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì an, à f (x1)

... p.
Ïî ìîäóëþ p ýòî òîæäåñòâî ïåðåõîäèò â òîæäåñòâåííîå

ñðàâíåíèå

f (x) ≡ (x− x1)f1(x) (mod p), (56)

ò.å. â ñðàâíåíèå, âåðíîå ∀x ∈ Z, òàê ÷òî ñðàâíåíèå (53)

ýêâèâàëåíòíî ñðàâíåíèþ

(x− x1)f1(x) ≡ 0 (mod p).

Àíàëîãè÷íî ìîæåì ïîëó÷èòü òîæäåñòâåííîå ñðàâíåíèå
f1(x) ≡ (x − x2)f2(x) (mod p), åñëè ñðàâíåíèå f1(x) ≡
≡ 0 (mod p) èìååò ðåøåíèå x2 è ò.ä., ïîêà íå íàòîëêíåì-
ñÿ íà íåðàçðåøèìîå ñðàâíåíèå fk(x) ≡ 0 (mod p) ñòåïåíè
n− k > 1 èëè íå äîéäåì äî ðàçðåøèìîãî ñðàâíåíèÿ ïåðâîé
ñòåïåíè an(x− xn) ≡ 0 (mod p).
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Ïîäñòàíîâêîé ïî îáðàòíîé öåïî÷êå ïîëó÷àåì â ïåðâîì
ñëó÷àå òîæäåñòâåííîå ñðàâíåíèå

f (x) = (x−x1)(x−x2) . . . (x−xk)fk(x) ≡ 0 (mod p), (57)

êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå íàéäåííûå ðåøåíèÿ x2, x3, . . .

äëÿ f1(x) ≡ 0 (mod p), f2(x) ≡ 0 (mod p), . . . ÿâëÿþò-
ñÿ òàêæå ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ (53). Äðóãèõ ðåøåíèé (53)

èìåòü íå ìîæåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f (xk+1) ≡ 0 (mod p)

è xk+1 6≡ x1, x2, . . . , xk (mod p), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ñðàâíåíèå fk(xk+1) ≡ 0 (mod p) (òàê êàê îñòàëüíûå ìíî-
æèòåëè íå äåëÿòñÿ íà p), íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíÿòîìó
óñëîâèþ î íåðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ fk(x) ≡ 0 (mod p).

Â ñëó÷àå n ðåøåíèé x1, x2, . . . , xn ïîëó÷àåòñÿ òîæäå-
ñòâåííîå ñðàâíåíèå

f (x) = an(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn) ≡ 0 (mod p),

êîòîðîå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî
(53) íå ìîæåò èìåòü áîëåå n ðåøåíèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
2. Cðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó ìîäó-

ëþ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 11. Ñðàâíåíèå âèäà

x2 ≡ a (mod p) (58)

íàçûâàþò äâó÷ëåííûì ñðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè ïî ïðî-
ñòîìó ìîäóëþ.

Ñðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè îáùåãî âèäà

Ax2 + Bx + C ≡ 0 (mod M) (59)

âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê áîëåå ïðîñòîìó äâó÷ëåííîìó ñðàâ-
íåíèþ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

159



Óìíîæèì îáå ÷àñòè è ìîäóëü ñðàâíåíèÿ (59) íà 4A; òîãäà
èìååì

4A2x2 + 4ABx + 4AC ≡ 0 (mod 4AM) ⇔
⇔ 4A2x2 + 4ABx + B2 −B2 + 4AC ≡ 0 (mod 4AM) ⇔

⇔ (2AX + B)2 ≡ B2 − 4AC (mod 4AM).

Îáîçíà÷èâ çäåñü 2AX + B = y, B2 − 4AC = D, ïîëó÷àåì
äâó÷ëåííîå ñðàâíåíèå

y2 ≡ D (mod 4AM). (60)

ßñíî, ÷òî êàæäîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (59), áóäåò òàê-
æå óäîâëåòâîðÿòü (60), ïîýòîìó èç íåðàçðåøèìîñòè (60)

ñðàçó æå ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü (59). Îäíàêî èç ðàçðå-
øèìîñòè (60) îòíîñèòåëüíî y åùå íå ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü
(59) îòíîñèòåëüíî x. Â ñàìîì äåëå, êàæäîå ðåøåíèå (60)

y ≡ y1 (mod 4AM) ïðèâîäèò íàñ ê ñðàâíåíèþ îòíîñèòåëü-
íî x

2AX ≡ y1 −B (mod 4AM),

êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåðàçðåøèìûì, åñëè (y1−B) 6 ... 2A.
Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè íàäî åùå èìåòü â âèäó, ÷òî ðåøå-

íèÿ ïîñëåäíåãî ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àòñÿ ïî ìîäóëþ 2M , â òî
âðåìÿ êàê ìû äîëæíû óêàçàòü ðåøåíèÿ ïî èñõîäíîìó ìî-
äóëþ M ñðàâíåíèÿ (59). Ïåðåõîäÿ ê ìîäóëþ M , êîëè÷åñòâî
êëàññîâ ðåøåíèé ìîæåò óìåíüøèòüñÿ.

Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò (59) ê (60) â
êîíêðåòíîé çàäà÷å íå ñëåäóåò îáÿçàòåëüíî ïðèäåðæèâàòüñÿ
îáùåé ñõåìû, à íàäî ñòàðàòüñÿ óïðîñòèòü ïðîöåññ âûäåëå-
íèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà, äëÿ ÷åãî èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå âîç-
ìîæíîñòè, îäíàêî ìû íà íèõ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå ñòàíåì.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïðèâåäåíèÿ ê äâó÷ëåííîìó ñðàâíå-
íèþ.

Ï ð è ì å ð 1. 4x2 − 11x− 3 ≡ 0 (mod 13). Èìååì:

4x2−24x−16 ≡ 0 (mod 13) ⇔ x2−6x−4 ≡ 0 (mod 13) ⇔
⇔ (x− 3)2− 13 ≡ 0 (mod 13) ⇔ (x− 3)2 ≡ 0 (mod 13) ⇔

⇔ x ≡ 3 (mod 13).

Ï ð è ì å ð 2. 3x2 + 7x + 8 ≡ 0 (mod 17). Èìååì:

3x2 +24x−9 ≡ 0 (mod 17) ⇔ x2 +8x−3 ≡ 0 (mod 17) ⇔
⇔ (x + 4)2 ≡ 19 (mod 17) ⇔ (x + 4)2 ≡ 2 (mod 17) ⇔

⇔ x + 4 ≡ ±6 (mod 17).

Îòñþäà:

x + 4 ≡ 6 (mod 17) ⇔ x ≡ 2 (mod 17);

x + 4 ≡ −6 (mod 17) ⇔ x ≡ −10 ≡ 7 (mod 17).

Î ï ð å ä å ë å í è å 12. Åñëè ñðàâíåíèå (58) ðàçðåøè-
ìî, òî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p;
åñëè æå ñðàâíåíèå (58) íå èìååò ðåøåíèÿ, òî a � êâàäðà-
òè÷íûé íåâû÷åò.

Ç à ì å ÷ à í è å. Ñëó÷àé, êîãäà p ... a, ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëü-
íûì, òàê êàê â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî,
x ≡ 0 (mod p). Ïîýòîìó èñêëþ÷èì ýòîò ñëó÷àé èç äàëüíåé-
øåãî ðàññìîòðåíèÿ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (a, p) = 1. Òîãäà
ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (58) ñëåäóåò èñêàòü òîëüêî ñðåäè êëàñ-
ñîâ âû÷åòîâ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ïî ìîäóëþ p.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì ïîäáîðà ÿâëÿåòñÿ
äëÿ ñðàâíåíèÿ (58) áîëåå ïðîñòûì, ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì
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ñëó÷àåì. Äåëî â òîì, ÷òî çàïèñûâàÿ ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p àáñîëþòíî íàèìåíüøèìè âû÷åòàìè

±1, ±2, . . . , ±p− 1

2
,

ìû ìîæåì ïðèãîäíîñòü èõ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëü-
íûõ çíà÷åíèé ïðîâåðÿòü îäíîâðåìåííî.

Ç à ä à ÷ à 10. Îïðåäåëèòü, áóäåò ëè ÷èñëî a = 3 â
ñðàâíåíèè x2 ≡ 3 (mod 5) êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì.

Ð å ø å í è å. Çàïèøåì ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó àáñîëþòíî
íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 5: ±1, ±2. Òîãäà (±1)2 6≡
6≡ 3 (mod 5) è (±2)2 6≡ 3 (mod 5), ñëåäîâàòåëüíî, a = 3 �
êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò.

Ò å î ð å ì à 14. Åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò è p

� íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñðàâíåíèå (58) èìååò äâà
ðåøåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a � êâàäðàòè÷íûé âû-
÷åò è ñðàâíåíèå (58) èìååò ðåøåíèå x ≡ x0 (mod p). Çà-
ìåòèì, ÷òî (−x0)

2 ≡ a (mod p), ò.å. x ≡ −x0 (mod p)

� òîæå ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî x0 è −x0 ïðè-
íàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî x0 ≡ −x0 (mod p), òî ïîëó÷èì: 2x0 ≡
≡ 0 (mod p) ⇔ 2x0

... p. Òàê êàê (2, p) = 1, òî
x0

... p. Îäíàêî ýòîãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê x0 âûáðàí
íàìè èç ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.
Ñëåäîâàòåëüíî, x0 6≡ −x0 (mod p), ò.å. ðåøåíèÿ x ≡
≡ x0 (mod p) è x ≡ −x0 (mod p) ðàçëè÷íû. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïî òåîðåìå î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ðå-
øåíèé ñðàâíåíèÿ n-îé ñòåïåíè, ñðàâíåíèå (58) íå ìîæåò
èìåòü áîëåå äâóõ ðåøåíèé.
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Ò å î ð å ì à 15. Åñëè èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå (58), ãäå
p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñðåäè ïðèâåäåííîé ñèñòå-

ìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p èìååòñÿ òî÷íî
p− 1

2
êâàäðàòè÷-

íûõ âû÷åòîâ è ñòîëüêî æå êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò òî÷íî
p− 1

2
çíà÷åíèé a, ïðè êîòîðûõ ñðàâíåíèå

(58) áóäåò èìåòü ðåøåíèå è ñòîëüêî æå ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé a, ïðè êîòîðûõ ýòî ñðàâíåíèå íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé.

Ïóñòü ±1, ±2, . . . , ±p− 1

2
� ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà àá-

ñîëþòíî íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Áóäåì ïîäñòàâ-
ëÿòü âñå ýòè âû÷åòû â ñðàâíåíèå (58) âìåñòî x. Ïðè ýòîì â
ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àþòñÿ ÷èñëà

12, 22, 32, . . . ,

(
p− 1

2

)2

. (61)

Â ñëó÷àå ñðàâíèìîñòè (ïî ìîäóëþ p) îäíîãî èç íèõ, íàïðè-
ìåð k2 ñ a (çàìåòèì, ÷òî áîëüøå ÷åì â îäíîì ñëó÷àå ýòî,
ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, áûòü íå ìîæåò), ìû ïîëó÷àåì ðå-
øåíèÿ

x ≡ ±k (mod p).

Îäíîâðåìåííî âèäíî, ÷òî ïî ìîäóëþ p ðàçðåøèìûìè áó-
äóò òîëüêî òàêèå ñðàâíåíèÿ (58), â êîòîðûõ a ñðàâíèìî ïî
ìîäóëþ p ñ ÷èñëàìè ðÿäà (61). Äðóãèìè ñëîâàìè, â ðÿäå
(61) çàïèñàíû âñå êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû ïî ìîäóëþ p. Âñå
îíè ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî äëÿ

1 6 k < l 6
p− 1

2
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èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå

k2 ≡ l2 (mod p),

òî îêàçàëîñü áû, ÷òî (â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ
ñðàâíèìîñòè) ñðàâíåíèå (58) èìååò 4 ðåøåíèÿ

x ≡ ±k (mod p) è x ≡ ±l (mod p),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ðåøå-
íèé ñðàâíåíèÿ n-îé ñòåïåíè ïî ìîäóëþ p. Ñëåäîâàòåëüíî,

âñå
p− 1

2
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì

êëàññàì ïî ìîäóëþ p. Òàê êàê â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ p ñîäåðæèòñÿ ðîâíî p− 1 ÷èñåë, òî ïîíÿòíî,
÷òî êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ áóäåò ðàâíî ðàç-

íîñòè (p− 1)−
(

p− 1

2

)
=

p− 1

2
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ä à ÷ à 11. Íàéòè âñå êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è âû-
÷åòû ïî ìîäóëþ 13.

Ð å ø å í è å. Çàïèñûâàåì ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó àáñî-
ëþòíî íàèìåíüøèõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 13:

±1, ±2, ±3, ±4, ±5, ±6.

Òîãäà ñðàâíåíèÿ
x2 ≡ 1 (mod 13)

x2 ≡ 4 (mod 13)

x2 ≡ 9 (mod 13)

x2 ≡ 16 (mod 13)

x2 ≡ 25 (mod 13)

x2 ≡ 36 (mod 13)

áóäóò èìåòü ðåøåíèÿ. Çàìåíèì ýòè ñðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíò-
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íûìè:
x2 ≡ 1 (mod 13)

x2 ≡ 4 (mod 13)

x2 ≡ 9 (mod 13)

x2 ≡ 3 (mod 13)

x2 ≡ 12 (mod 13)

x2 ≡ 10 (mod 13).

Âèäíî, ÷òî 1, 3, 4, 9, 10, 12 � êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû. Ñðàâ-
íåíèÿ

x2 ≡ 2 (mod 13)

x2 ≡ 5 (mod 13)

x2 ≡ 6 (mod 13)

x2 ≡ 7 (mod 13)

x2 ≡ 8 (mod 13)

x2 ≡ 11 (mod 13)

ðåøåíèé íå èìåþò, ò.å. 2, 5, 6, 7, 8, 11 � êâàäðàòè÷íûå
íåâû÷åòû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü, áóäåò ëè a

êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì èëè íåâû÷åòîì, íå ðåøàÿ ñðàâíå-
íèÿ (58).

Ò å î ð å ì à 16 (ê ð è ò å ð è é Ý é ë å ð à). ×èñëî
a, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà íå÷åòíîå ïðîñòîå p, ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà a

p−1
2 ≡ 1 (mod p), è êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a
p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Ôåðìà èìååì äëÿ
(a, p) = 1 è (2, p) = 1

ap−1 ≡ 1 (mod p),

èëè (
a

p−1
2 + 1

)(
a

p−1
2 − 1

)
≡ 0 (mod p),
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èëè (
a

p−1
2 + 1

)(
a

p−1
2 − 1

)
... p.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç ñêîáîê äîëæíà
äåëèòüñÿ íà p. Íî îáå ñêîáêè íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà p, òàê
êàê â ýòîì ñëó÷àå íà p äåëèëàñü áû è èõ ðàçíîñòü 2, ÷òî
íåâîçìîæíî, èáî (2, p) = 1.

Åñëè a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì, òî
(

a
p−1
2 − 1

)
... p, ò.å. a

p−1
2 ≡ 1 (mod p). (62)

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå
x ∈ Z, (x, p) = 1, ÷òî

a ≡ x2 (mod p),

îòêóäà
a

p−1
2 ≡ (

x2
)p−1

2 ≡ xp−1 ≡ 1 (mod p).

Òàê êàê ïî ìîäóëþ p èìååòñÿ
p− 1

2
êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ,

òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ñðàâíåíèå (62) èìååò

íå ìåíåå
p− 1

2
ðåøåíèé, åñëè áóäåì â íåì a ðàññìàòðèâàòü

êàê íåèçâåñòíîå. Íî ñðàâíåíèå (62), êàê ñðàâíåíèå ïî ïðî-
ñòîìó ìîäóëþ, íå ìîæåò èìåòü áîëüøåå ÷èñëî ðåøåíèé, ÷åì

ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ, ò.å. áîëüøå ÷åì
p− 1

2
.

Èòàê, äëÿ âñåõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è òîëüêî äëÿ íèõ
âûïîëíÿåòñÿ (62). Íî òîãäà äëÿ îñòàëüíûõ a, (a, p) = 1, ò.å.
äëÿ êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ è òîëüêî äëÿ íèõ

(
a

p−1
2 + 1

)
... p èëè a

p−1
2 ≡ −1 (mod p).
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Êðèòåðèé Ýéëåðà äîêàçàí.
Ç à ä à ÷ à 12. Âûÿñíèòü, áóäåò ëè ÷èñëî 3 êâàäðàòè÷-

íûì âû÷åòîì èëè íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ 7.
Ð å ø å í è å. Èìååì:

3
7−1
2 ≡ 27 (mod 7) ⇔ 3

7−1
2 ≡ −1 (mod 7),

ñëåäîâàòåëüíî, 3 � åñòü êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò.
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Ãëàâà VI. Ñòåïåííûå âû÷åòû

�1. Ïîêàçàòåëè è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.

1. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòîâ â êîëüöå âû÷åòîâ. Ïóñòü äàíî êîììóòàòèâíî-àñ-
ñîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 〈Zm, ⊕, ¯〉. Èç êóðñà àë-
ãåáðû ìû çíàåì, ÷òî 〈Zm, ⊕〉 � öèêëè÷åñêàÿ è ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà, à òàêæå, ÷òî 〈Zm, ¯〉 � ïîëóãðóïïà
(ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî
îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Zm è ïîêàæåì, ÷òî àëãåáðà
〈M, ¯〉 áóäåò êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà ϕ(m).

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ òåîðåìó îá îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòàõ ëþáîãî êîëüöà.

Ò å î ð å ì à 1. Ìíîæåñòâî R̃ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
êîììóòàòèâíî-àññîöèàòèâíîãî êîëüöà R ñ åäèíèöåé îáðà-
çóåò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ïî óñëîâèþ êîëüöî R

êîììóòàòèâíî, àññîöèàòèâíî è îáëàäàåò åäèíèöåé, òî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñïðàâåäëè-
âîñòü äâóõ óòâåðæäåíèé:

à) ïðîèçâåäåíèå äâóõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ îáðàòèìî â
R;

á) åñëè ε � îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî è ε−1 îáðàòèìî â R.
Ïóñòü δ è ε îáðàòèìû â R. Òîãäà ∃δ1, ε1 ∈ R : (δδ1 =

= e) & (εε1 = e). Íî òîãäà èìååì: (δε)(δ1ε1) = (εδ)(δ1ε1) =

= ε(δδ1)ε1 = εeε1 = εε1 = e. Çíà÷èò, δε òîæå îáðàòèìî â
R. Ýòèì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå à). Óòâåðæäåíèå á) ñðàçó
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè εε1 = e, òî íå òîëüêî ε, íî è
ε1 = ε−1 îáðàòèìî â R.

Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ãðóïïû R̃ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,
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åäèíèöà e êîëüöà R. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïèñàíèå îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â êîëüöå âû÷åòîâ Zm äà-

åòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:
Ò å î ð å ì à 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññ âû÷åòîâ k ïî

ìîäóëþ m áûë îáðàòèìûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû k è m áûëè âçàèìíî ïðîñòû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü k � êëàññ âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ m, ÿâëÿþùèéñÿ îáðàòèìûì â Zm. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé êëàññ âû÷åòîâ x ïî ìîäóëþ m, ÷òî k ¯ x = 1. Âûáå-
ðåì â k ýëåìåíò k, à â x ýëåìåíò x. Òîãäà kx ≡ 1 (mod m),
ò.å. (kx−1) ...m, èëè kx−1 = my, y ∈ Z. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü k è m ðàâåí 1,
ò.å. ÷òî (k, m) = 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ ñâîéñòâà 8

ñðàâíåíèé (ï.2 �1 ãë. IV) k è m âçàèìíî ïðîñòû.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü êëàññ âû÷åòîâ k âçàèì-

íî ïðîñò ñ m. Âûáåðåì â k ÷èñëî k. Òàê êàê ïî óñëîâèþ
(k, m) = 1, òî íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà x è y, ÷òî
kx+my = 1 (ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 1). Íî òîãäà kx−1 = −my

äåëèòñÿ íà m, è ïîýòîìó kx ≡ 1 (mod m). Èç ýòîãî ðàâåí-
ñòâà ñëåäóåò, ÷òî k ¯ x = 1, ãäå x � êëàññ âû÷åòîâ, ñîäåð-
æàùèé x. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî k � îáðàòèìûé ýëåìåíò â Zm.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòîâ â 〈Zm, ⊕, ¯〉 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êëàññîâ âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m. Òàê êàê êîëè-
÷åñòâî òàêèõ êëàññîâ ðàâíî ϕ(m), òî àëãåáðà 〈M, ¯〉 ÿâëÿ-
åòñÿ êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà ϕ(m). Åå íàçûâà-
þò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â
〈Zm, ⊕, ¯〉.
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2. Ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ. Âñå ýëåìåíòû ãðóïïû
〈M, ¯〉 (ò.å. âñå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, âçàèìíî ïðî-
ñòûå ñ m) èìåþò êîíå÷íûé ïîðÿäîê è ýòîò ïîðÿäîê ÿâëÿåò-
ñÿ äåëèòåëåì ϕ(m) (÷èñëà ýëåìåíòîâ ãðóïïû M). Ýòî âû-
òåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1 òåîðåìû Ëàãðàíæà (ñì. ¾Àëãåáðà¿,
÷àñòü 3).

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ýëåìåíòà k â ãðóïïå M ,
äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà êëàññà âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ m.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ïîðÿäêîì êëàññà âû÷åòîâ k,
âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìîäóëåì m, íàçûâàþò íàèìåíüøåå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî δ, òàêîå, ÷òî kδ = 1.

×èñëî δ íàçûâàþò òàêæå ïîðÿäêîì âñåõ ÷èñåë k, âõîäÿ-
ùèõ â êëàññ âû÷åòîâ k. Åñëè k ∈ k, òî èç ðàâåíñòâà kδ = 1

ñëåäóåò, ÷òî kδ ≡ 1 (mod m).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî äàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå:
Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ïóñòü (k, m) = 1. Ïîðÿäêîì

÷èñëà k ïî ìîäóëþ m íàçûâàþò íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî δ, òàêîå, ÷òî kδ ≡ 1 (mod m).

Åñëè ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ k (ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà
k) ïî ìîäóëþ m ðàâåí δ, òî ãîâîðÿò, ÷òî δ ÿâëÿåòñÿ ïîêà-
çàòåëåì êëàññà k (ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà k) ïî ìîäóëþ m,
èëè ÷òî êëàññ k (ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî k) ïðèíàäëåæèò ïî-
êàçàòåëþ δ ïî ìîäóëþ m. Ïèøóò: k ∈ δ.

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ k ïî ìî-
äóëþ m ðàâåí δ, òî öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà Gk, ïîðîæäåí-
íàÿ êëàññîì âû÷åòîâ k â ãðóïïå M , ñîñòîèò èç δ ýëåìåíòîâ:
|Gk| = δ. Ïîðÿäîê δ ïîäãðóïïû Gk â ñèëó òåîðåìû Ëàãðàí-
æà áóäåò äåëèòåëåì ϕ(m) è áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïîðÿäêîì
îáðàçóþùåãî ýëåìåíòà (êëàññà) ýòîé ïîäãðóïïû, ïîýòîìó
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èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: |Gk| = p(k) = δ.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû M è åå ïîäãðóïï

(êîòîðûå òîæå áóäóò öèêëè÷åñêèìè) ñïðàâåäëèâû âñå òåî-
ðåìû, äîêàçàííûå äëÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï â êóðñå àëãåáðû
(ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 3).

Ò å î ð å ì à 3. Åñëè ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ k ïî ìî-
äóëþ m ðàâåí δ, òî ñðàâíåíèå kγ ≡ 1 (mod m) âûïîëíÿåò-
ñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà γ ... δ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü k ∈ δ ⇒ kδ ≡

≡ 1 (mod m). Ðàçäåëèì γ íà δ ñ îñòàòêîì: γ = δt + r,
ãäå 0 6 r < δ. Òàê êàê kγ ≡ 1 (mod m), òî (kδ)t · kr ≡
≡ 1 (mod m) ⇒ kr ≡ 1 (mod m). Ïîñêîëüêó r < δ, ïî-
ëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì: k ∈ δ. Ñëåäîâàòåëüíî, γ

äåëèòñÿ íà δ áåç îñòàòêà.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü k ∈ δ è γ ... δ. Äîêàæåì,

÷òî kγ ≡ 1 (mod m). Òàê êàê k ∈ δ, òî kδ ≡ 1 (mod m),
Íî γ = δt, t ∈ Z, ïîýòîìó kγ = kδt = (kδ)t ≡ 1 (mod m).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ k ïî ìî-
äóëþ m ðàâåí δ, òî ϕ(m) ... δ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó (k, m) = 1, òî ïî
òåîðåìå Ýéëåðà kϕ(m) ≡ 1 (mod m), à òàê êàê k ∈ δ, òî
kδ ≡ 1 (mod m). Òîãäà ïî òåîðåìå 3 ϕ(m) ... δ, ò.å. ìû åùå ðàç
äîêàçàëè, ÷òî ïîêàçàòåëÿìè ìîãóò áûòü òîëüêî äåëèòåëè
ϕ(m). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ò å î ð å ì à 3. Åñëè ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ k ïî ìî-
äóëþ m ðàâåí δ, òî ñðàâíåíèå kγ1 ≡ kγ2 (mod m) âûïîëíÿ-
åòñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçíîñòü γ1−γ2

äåëèòñÿ íà δ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Èìååì: kδ ≡ 1 (mod m) è

kγ1 ≡ kγ2 (mod m). Åñëè γ1 > γ2, òî kγ1−γ2 ≡ 1 (mod m) ⇒
⇒ (γ1 − γ2)

... δ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íî-
ñòè îòíîøåíèÿ ñðàâíèìîñòè, ìîæíî àíàëîãè÷íî ðàññìîò-
ðåòü ñëó÷àé, êîãäà γ1 < γ2.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Åñëè kδ ≡ 1 (mod m) è
(γ1 − γ2)

... δ, òî γ1 − γ2 = δt, ãäå t ∈ Z. Òîãäà kδt = (kδ)t =

= kγ1−γ1 ≡ 1 (mod m) ⇒ kγ1 ≡ kγ2 (mod m). Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîêàçàòåëè
ñðàâíèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ δ, ãäå δ � ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ
k ïî ìîäóëþ m.

Ò å î ð å ì à 4. Åñëè ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ k ïî ìî-
äóëþ m ðàâåí δ, òî â ðÿäó ñòåïåíåé k0, k1, k2, . . . , kδ−1

íåò ñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ÷èñåë ïî ìîäóëþ m.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å.

ïóñòü kp ≡ kq (mod m), ãäå 0 6 q < p 6 δ − 1. Òîãäà
èç óñëîâèÿ, ÷òî (k, m) = 1 ïîëó÷àåì kp−q ≡ 1 (mod m),
0 < p − q < δ, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê k ïðèíàä-
ëåæàò ïîêàçàòåëþ δ ïî ìîäóëþ m. Ñëåäîâàòåëüíî, kp 6≡
6≡ kq (mod m). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ä à ÷ à 1. Íàéòè ïîêàçàòåëü, êîòîðîìó ïðèíàäëå-
æèò ÷èñëî 3 ïî ìîäóëþ 7.

Ð å ø å í è å. Èç äîêàçàííûõ âûøå òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî
ïîêàçàòåëåì ÷èñëà 3 (êëàññà 3) ìîãóò áûòü òîëüêî íàòó-
ðàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà ϕ(7) = 6. Èìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà
1, 2, 3, 6. Òîãäà:

31 ≡ 3 (mod 7) 32 ≡ 2 (mod 7)

33 ≡ −1 (mod 7) 36 ≡ 1 (mod 7).
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Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïîêàçàòåëü
êëàññà 3 (ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëà 3) ïî ìîäóëþ 6 ðàâåí 6.
Äðóãèìè ñëîâàìè, 3 ∈ 6.

Ç à ä à ÷ à 2. Ñóùåñòâóþò ëè åùå êëàññû âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ 7, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïîêàçàòåëþ δ = 6 è ñêîëü-
êî èõ?

Ð å ø å í è å. Ìû äîëæíû ðåøèòü ñðàâíåíèå x6 ≡
≡ 1 (mod 7). Îäíî ðåøåíèå ýòîãî ñðàâíåíèÿ ìû óæå çíà-
åì èç çàäà÷è 1: x ≡ 3 (mod 7). ×òîáû íàéòè îñòàëüíûå ðå-
øåíèÿ, çàïèøåì ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
7: 1, 2, 3, 5, 6 è âñå âîçìîæíûå ïîêàçàòåëè ïî ìîäóëþ 7:
1, 2, 3, 6. Òîãäà:

11 ≡ 1 (mod 7) 41 ≡ 4 (mod 7)

21 ≡ 2 (mod 7) 42 ≡ 2 (mod 7)

22 ≡ 4 (mod 7) 43 ≡ 1 (mod 7)

23 ≡ 1 (mod 7) 51 ≡ 5 (mod 7)

31 ≡ 3 (mod 7) 52 ≡ 4 (mod 7)

32 ≡ 4 (mod 7) 53 ≡ −1 (mod 7)

33 ≡ −1 (mod 7) 56 ≡ 1 (mod 7)

36 ≡ 1 (mod 7) 61 ≡ −1 (mod 7)

62 ≡ 1 (mod 7).

Èòàê, ïîðÿäîê (ïîêàçàòåëü) δ = 6 èìåþò êëàññû 3 è 5, ò.å.
ïîêàçàòåëþ δ = 6 ïðèíàäëåæàò äâà êëàññà âû÷åòîâ.

Ç à ì å ÷ à í è å. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íàì
ïðèøëîñü âñå ÷èñëà ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ 7 ðàñïðåäåëÿòü ïî âñåì ïîêàçàòåëÿì ïî ìîäóëþ 7, ïî-
ñêîëüêó, íàïðèìåð, êëàññ âû÷åòîâ 6 óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíå-
íèþ x6 ≡ 1 (mod 7), íî îí óæå ïðèíàäëåæèò ïîêàçàòåëþ
δ = 2, òàê êàê 62 ≡ 1 (mod 7), è íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü
ïîêàçàòåëþ δ = 6.
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Îòâåò íà âîïðîñ, ñêîëüêî êëàññîâ âû÷åòîâ ïðèíàäëåæàò
äàííîìó ïîêàçàòåëþ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ, äàäèì â ñëåäó-
þùåì ïóíêòå.
3. ×èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ äàí-

íîìó ïîêàçàòåëþ ïî ìîäóëþ m.
Ò å î ð å ì à 5. Åñëè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p ñóùå-

ñòâóåò õîòÿ áû îäèí êëàññ âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæàùèé ïî-
êàçàòåëþ δ, òî òàêèõ êëàññîâ áóäåò ðîâíî ϕ(δ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ïî óñëîâèþ p � ïðî-
ñòîå ÷èñëî, òî ϕ(p) = p− 1 è δ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì (p− 1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ δ, ò.å. kδ ≡
≡ 1 (mod p). Íàøà çàäà÷à � íàéòè âñå x ∈ δ, ò.å. ðåøèòü
ñðàâíåíèå xδ ≡ 1 (mod p). Âñå ýòè ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ â
ïðèâåäåííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p: 1, 2, 3, . . . ,

p− 1. Ïîêàæåì, ÷òî âìåñòî ýòîé ñèñòåìû ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ñèñòåìó:

k0, k1, k2, . . . , ks, . . . , kδ−1. (63)
Äåéñòâèòåëüíî:

à) âñå ÷èñëà ýòîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî ìîäó-
ëþ p (òåîðåìà 4);

á) âñå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ xδ ≡ 1 (mod p),
òàê êàê (ks)δ = (kδ)s ≡ 1 (mod p);

â) êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (63) ðàâíî δ,
ò.å. ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó êîëè÷åñòâó ðåøåíèé ñðàâíå-
íèÿ xδ ≡ 1 (mod p).

Îñòàåòñÿ âûáðàòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë (63) òå,
êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïîêàçàòåëþ δ ïî ìîäóëþ p. Âûÿñíèì,
êàêîìó óñëîâèþ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïîêàçàòåëè ñòåïå-
íåé â ðÿäó (63), ÷òîáû ki ∈ δ.

Ïóñòü (i, δ) = 1 è ki ∈ γ, òîãäà (ki)γ ≡ 1 (mod p). Òàê
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êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû kδ ≡ 1 (mod p), òî iγ ... δ. Ïîñêîëü-
êó (i, δ) = 1, áóäåì èìåòü γ ... δ ⇔ γ = δt, ãäå t ∈ Z. Òîãäà
íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðè-
íèìàòü γ, áóäåò ðàâíî δ (ïðè t = 1), ò.å. èìååì: γ = δ.

Åñëè æå (i, δ) = d > 1, òî èç òîãî, ÷òî iγ ... δ áóäåò ñëåäî-
âàòü: iγ = δt, ãäå t ∈ Z. Ïîëîæèâ t = 1, ïîëó÷èì, ÷òî iγ = δ

è íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå γ áóäåò ìåíüøå δ, ò.å.
ki ∈ γ, ãäå γ < δ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (63)

ïîðÿäêó (ïîêàçàòåëþ) δ áóäóò ïðèíàäëåæàòü âñå òå ki, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i, δ) = 1. Òàêèõ ÷èñåë áóäåò
ðîâíî ϕ(δ), òàê êàê ÷èñëà 0, 1, 2, . . . , δ − 1 ïðåäñòàâëÿþò
ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ δ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç à ä à ÷ à 3. Íàéòè âñå êëàññû âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæà-
ùèå ïîêàçàòåëþ δ = 6 ïî ìîäóëþ 13.

Ð å ø å í è å. Ñíà÷àëà íàéäåì îäíî èç ÷èñåë, ïðèíàäëå-
æàùèõ ïîêàçàòåëþ δ = 6 ïî ìîäóëþ 13. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì
ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 13:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12.

Ïîêàçàòåëè ïî ìîäóëþ 13 � ýòî äåëèòåëè ÷èñëà 12:

1, 2, 3, 4, 6, 12.

Áóäåì âîçâîäèòü ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 â
ñòåïåíè 1, 2, 3, 4, 6, 12 äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì ÷èñëî,
ñðàâíèìîå ñ 1 ïî ìîäóëþ 13:

11 ≡ 1 (mod 13) 31 ≡ 3 (mod 13)

21 ≡ 2 (mod 13) 32 ≡ 9 (mod 13)

22 ≡ 4 (mod 13) 33 ≡ 1 (mod 13)

23 ≡ 8 (mod 13) 41 ≡ 4 (mod 13)

24 ≡ 3 (mod 13) 42 ≡ 3 (mod 13)
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26 ≡ −1 (mod 13) 43 ≡ −1 (mod 13)

212 ≡ 1 (mod 13) 44 ≡ 9 (mod 13)

46 ≡ 1 (mod 13).

Èìååì: 1 ∈ 1, 2 ∈ 12, 3 ∈ 3, 4 ∈ 6. ×òîáû íàéòè îñòàëüíûå
êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 13, èìåþùèå ïîðÿäîê 6, ñîñòà-
âèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

40, 41, 42, 43, 44, 45,

èç êîòîðîé âûáèðàåì òå ÷ëåíû, ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ó êî-
òîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ δ = 6, ò.å. ÷èñëà 41 è 45. Çíà-
÷èò, èñêîìûìè êëàññàìè âû÷åòîâ ÿâëÿþòñÿ 41 è 45. Íî
45 ≡ 42 · 42 · 4 ≡ 3 · 3 · 4 ≡ 36 ≡ 10 (mod 13) è ïîòîìó
ïîëó÷àåì êëàññû 4 è 10. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàòåëþ δ = 6

ïðèíàäëåæàò äâà êëàññà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 13: 4 è 10. Ýòîò
ôàêò ïîäòâåðæäàåò òàêæå è òî, ÷òî ϕ(6) = 2.
4. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Ïåðâî�oáðàçíûì êîðíåì ïî ïðî-

ñòîìó ìîäóëþ p íàçûâàþò êëàññ âû÷åòîâ k ïî ýòîìó ìîäó-
ëþ, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí p− 1.

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè k �
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü, òî kp−1 = 1 èëè kp−1 ≡ 1 (mod p).

Èç òåîðåì 3 è 4 ïîëó÷àåì ñâîéñòâà ïåðâîîáðàçíûõ êîð-
íåé:

Ñ â î é ñ ò â î 1. Åñëè k � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ p, òî kγ1 = kγ2 â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà γ1 − γ2 äåëèòñÿ íà p− 1.

Ñ â î é ñ ò â î 2. Åñëè k � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ p, òî â ðÿäó ñòåïåíåé

1, k, k2, . . . , kp−2

âñå ÷ëåíû ðàçëè÷íû (â ýòîì ñëó÷àå δ = p− 1).
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Íî ýòîò ðÿä ñòåïåíåé ñîäåðæèò p−1 ýëåìåíò, ò.å. ñòîëüêî
æå ýëåìåíòîâ, ñêîëüêî èõ â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ p (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â ãðóïïå 〈M, ¯〉 îáðàòè-
ìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà 〈Zm, ⊕, ¯〉). Òàê êàê âñå ñòåïåíè k

âçàèìíî ïðîñòû ñ p (ò.å. îáðàòèìû), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèé
âàæíûé ðåçóëüòàò:

Åñëè k � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p,
òî ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ 1, k, k2, . . . , kp−2 ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì êëàññîâ âû÷åòîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ p:

{
1, k, k2, . . . , kp−2

}
=

{
1, 2, 3, . . . , p− 1

}
.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Ò å î ð å ì à 6. Åñëè k � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ïðî-
ñòîìó ìîäóëþ p, òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî êëàññà âû÷åòîâ
x ïî ìîäóëþ p íàéäåòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî ÷èñëî γ, òàêîå,
÷òî x = kγ è 0 6 γ 6 p− 2.

Èç òåîðåìû 5 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü k ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p, òî îáùåå
÷èñëî òàêèõ êîðíåé ðàâíî ϕ(p − 1). Ýòî áóäóò êëàññû âû-
÷åòîâ âèäà kγ, ãäå γ âçàèìíî ïðîñòî ñ p− 1 è 0 6 γ 6 p− 2.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îä-
íîãî ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ èçëèøíå: òàêîé êîðåíü ñóùå-
ñòâóåò äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ p > 2. Ýòî óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Ò å î ð å ì à 7. Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî è
(p − 1) ... δ. Òîãäà êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
p, èìåþùèõ ïîðÿäîê δ, ðàâíî ϕ(δ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñëåäñòâèþ 1 òåîðåìû
Ëàãðàíæà (ñì. ¾Àëãåáðà¿, ÷àñòü 3) ïîðÿäîê ëþáîãî èç
êëàññà âû÷åòîâ 1, 2, . . . , p− 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì
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ϕ(p) = p− 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(δ) ÷èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ p, èìåþùèõ ïîðÿäîê δ. Ïî òåîðåìå 5 ïîëó÷àåì,
÷òî åñëè åñòü õîòÿ áû îäèí êëàññ âû÷åòîâ ïîðÿäêà δ, òî
èõ ÷èñëî ðàâíî ϕ(δ). Òàêèì îáðàçîì, ψ(δ) = ϕ(δ), åñëè
åñòü õîòÿ áû îäèí êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ïîðÿäêà δ

è ψ(δ) = 0, åñëè íåò íè îäíîãî êëàññà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
p ïîðÿäêà δ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ δ ÷èñëà p − 1

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ψ(δ) 6 ϕ(δ). Îáîçíà÷èì äåëèòåëè
÷èñëà p − 1 ÷åðåç δ1, δ2, . . . , δk. Òàê êàê ïîðÿäîê ëþáîãî
èç êëàññîâ âû÷åòîâ 1, 2, . . . , p− 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
äåëèòåëåé ÷èñëà p− 1, ò.å. îäíèì èç ÷èñåë δj, 1 6 j 6 k, òî

ψ(δ1) + ψ(δ2) + . . . + ψ(δk) = p− 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òîæäåñòâó Ãàóññà (ñì. ï.2 �3 ãë. IV)
èìååì:

ϕ(δ1) + ϕ(δ2) + . . . + ϕ(δk) = p− 1.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî
ψ(δ1)+ψ(δ2)+ . . .+ψ(δk) = ϕ(δ1)+ϕ(δ2)+ . . .+ϕ(δk). (64)

Íî äëÿ ëþáîãî j, 1 6 j 6 k, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ψ(δ) 6 ϕ(δ). Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (64) ìîæåò èìåòü ìåñòî
ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ∀j ψ(δj) = ϕ(δj). À ýòî è îçíà÷à-
åò, ÷òî êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, èìåþùèõ
ïîðÿäîê δj, ðàâíî ϕ(δj). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó ê ñëó÷àþ δ = p − 1, ïîëó÷àåì
âàæíîå ñëåäñòâèå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Åñëè p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñó-
ùåñòâóåò â òî÷íîñòè ϕ(p − 1) ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî
ìîäóëþ p.

Ç à ä à ÷ à 4. Íàéòè âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäó-
ëþ 13.
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Ð å ø å í è å. Çàïèñûâàåì ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ 13:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12.

Äàëåå âûïèøåì âñå äåëèòåëè ÷èñëà 13− 1 = 12:

1, 2, 3, 4, 6, 12.

Òåïåðü íàõîäèì ïåðâûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü, ò.å. ðåøàåì
ñðàâíåíèå x12 ≡ 1 (mod 13). Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è 3

ìû åãî íàøëè: 212 ≡ 1 (mod 13). Çàïèñûâàåì ñèñòåìó

20, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 210, 211,

÷ëåíû êîòîðîé èìåþò ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé, îáðàçóþùèå
ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 12. Âûáèðàåì èç ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òå ÷ëåíû, ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ó êîòî-
ðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ ÷èñëîì 12: 21, 25, 27, 211. Ïåðâîîá-
ðàçíûìè êîðíÿìè áóäóò êëàññû: 2, 25 = 6, 27 = 11, 211 = 7.

Ïðîâåðèì, ÷òî ìû ïðàâèëüíî îïðåäåëèëè êîëè÷åñòâî
êëàññîâ âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïîêàçàòåëþ δ = 12, ò.å.
êîëè÷åñòâî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ 13. Äëÿ ýòîãî

âû÷èñëÿåì ϕ(12) = ϕ(22 ·3) = 12

(
1−1

2

)(
1−1

3

)
= 12·1

2
·2
3

=

= 4.

Èòàê, ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè ïî ìîäóëþ 13 ÿâëÿþòñÿ
êëàññû âû÷åòîâ 2, 6, 7, 11.

Ç à ì å ÷ à í è å. Äî ñèõ ïîð åùå íå íàéäåí ýôôåêòèâ-
íûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ïåðâîîáðàçíîãî êîð-
íÿ ïî äàííîìó ìîäóëþ. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò ìå-
òîä èñïûòàíèé. Åñëè æå íàéäåí îäèí ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
k, òî, êàê ìû óæå óñòàíîâèëè âûøå, îñòàëüíûå íàõîäÿòñÿ
ëåãêî.
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�2. Èíäåêñû

1. Èíäåêñû ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ. Îáùåèçâåñòíî, êà-
êîå áîëüøîå çíà÷åíèå â ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è â
îñîáåííîñòè â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå èìåþò ëîãàðèô-
ìû. Â òåîðèè ÷èñåë ââîäèòñÿ ñõîäíûé ñ ëîãàðèôìàìè àïïà-
ðàò, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü èíäåêñàìè. Ëîãàðèôìîì x

ïî îñíîâàíèþ k, êàê èçâåñòíî, íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòå-
ïåíè, â êîòîðóþ íàäî âîçâåñòè ÷èñëî k, ÷òîáû ïîëó÷èòü
÷èñëî x. Â òåîðèè ÷èñåë àíàëîãè÷íî ýòîìó ðàññìàòðèâàþò
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè k, ñðàâíèìîé ñ x ïî ðàññìàòðèâàåìî-
ìó ìîäóëþ m, è òàêîé ïîêàçàòåëü íàçûâàþò èíäåêñîì x ïî
ìîäóëþ m è îñíîâàíèþ k.

Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè k � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p, òî äëÿ ëþáîãî îëè÷íîãî îò íóëÿ
êëàññà âû÷åòîâ x ïî ìîäóëþ p íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî γ, ÷òî
kγ = x.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è k �
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. ×èñëî γ íàçûâàåòñÿ èí-
äåêñîì êëàññà âû÷åòîâ x ïî ìîäóëþ p ïðè îñíîâàíèè k, åñ-
ëè kγ = x. Çàïèñûâàþò: indk x = γ; ÷èòàþò: ¾èíäåêñ êëàññà
âû÷åòîâ x ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p ïðè ïåðâîîáðàçíîì êîðíå
k ðàâåí γ¿.

Ðàçóìååòñÿ, ôîðìóëèðóÿ îïðåäåëåíèå 1, ìîæíî ãîâîðèòü
íå î êëàññàõ âû÷åòîâ, à î ñàìèõ âû÷åòàõ. ×èñëî γ íàçûâà-
þò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p, åñëè åãî
ïîðÿäîê ïî ýòîìó ìîäóëþ ðàâåí p − 1. Èíäåêñîì ÷èñëà x

ïî ìîäóëþ p ïðè ïåðâîîáðàçíîì êîðíå k, íàçûâàþò òàêîå
÷èñëî γ, ÷òî

kγ ≡ x (mod p),
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ãäå 0 6 γ 6 p− 2. Ýòî ñðàâíåíèå çàäàåò áèåêöèþ

σ :
{
1, k, k2, . . . , kp−2

} → {
1, 2, 3, . . . , p− 1

}
.

Èç ñâîéñòâ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ñëåäóåò, ÷òî kγ1 = kγ2

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà γ1 ≡ γ2 (mod p − 1).
Ïîýòîìó, åñëè γ � èíäåêñ ÷èñëà x ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p

ïðè ïåðâîîáðàçíîì êîðíå k, òî è âñå ÷èñëà γ′, ñðàâíèìûå ñ
γ ïî ìîäóëþ p− 1, ÿâëÿþòñÿ èíäåêñàìè x ïî ìîäóëþ p ïðè
ïåðâîîáðàçíîì êîðíå k.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíäåêñîâ òàêîâû:
Ñ â î é ñ ò â î 1. Èíäåêñ ïðîèçâåäåíèÿ ñðàâíèì ïî ìî-

äóëþ p− 1 ñ ñóììîé èíäåêñîâ ñîìíîæèòåëåé.

indk n1 + indk n2 ≡ indk n1 ¯ n2 (mod p− 1). (65)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ èíäåêñîâ èìå-
åì:

k
ind

k
n1

= n1 , k
ind

k
n2

= n2 .

Ïåðåìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

k
ind

k
n1+ind

k
n2

= k
ind

k
n1¯n2

.

Îòñþäà è ñëåäóåò ñðàâíåíèå (65). Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Èíäåêñ ñòåïåíè (ñ íàòóðàëüíûì ïîêà-

çàòåëåì) ñðàâíèì ïî ìîäóëþ p − 1 ñ ïðîèçâåäåíèåì ïîêà-
çàòåëÿ ñòåïåíè íà èíäåêñ îñíîâàíèÿ ñòåïåíè:

indk

(
n
)s ≡ s · indk n (mod p− 1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
n1

n2

êëàññ âû÷åòîâ n1 ¯ n2
−1.

181



Ñ â î é ñ ò â î 2. Èíäåêñ äðîáè
n1

n2

ñðàâíèì ïî ìîäóëþ
p− 1 ñ ðàçíîñòüþ èíäåêñîâ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ:

indk

n1

n2

≡ indk n1 − indk n2 (mod p− 1). (66)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êëàññ âû÷åòîâ x =
n1

n2

ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ n2 ¯ x = n1. Ïî ñâîéñòâó 1

indk n1 ≡ indk n2 + indk x (mod p− 1),

îòêóäà è âûòåêàåò ñðàâíåíèå (66). Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
Ñ â î é ñ ò â î 3. Èíäåêñ åäèíèöû ñðàâíèì ñ íóëåì ïî

ìîäóëþ p− 1, ò.å.
indk 1 ≡ 0 (mod p− 1),

òàê êàê k
0

= 1.
Ñ â î é ñ ò â î 4. Èíäåêñ îñíîâàíèÿ èíäåêñîâ k ñðàâíèì

ñ åäèíèöåé ïî ìîäóëþ p− 1, ò.å.
indk k ≡ 1 (mod p− 1),

òàê êàê k
1

= k.
Ç à ì å ÷ à í è å.
à) Ìû âèäèì, ÷òî îïðåäåëåíèå èíäåêñîâ è èõ ñâîéñòâà

àíàëîãè÷íû îïðåäåëåíèþ è ñâîéñòâàì ëîãàðèôìîâ.
á) Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðå÷ü èäåò î ðàâåíñòâå èíäåêñîâ,

èìååòñÿ â âèäó ðàâåíñòâî èõ íàèìåíüøèõ íåîòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèé ïî ìîäóëþ p− 1.

â) Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì èíäåêñîâ, òàê æå
êàê è â çàäà÷àõ ñ ïðèìåíåíèåì ëîãàðèôìîâ, íå âàæíî, ïî
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êàêîìó îñíîâàíèþ k îïðåäåëÿþòñÿ èíäåêñû. Íî åñëè âîç-
íèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïåðåéòè îò èíäåêñîâ ïî îñíîâàíèþ k

ê èíäåêñàì ïî îñíîâàíèþ g, òî ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà, àíà-
ëîãè÷íàÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå â òåîðèè ëîãàðèôìîâ:

indg n ≡ indk n · indg k (mod p− 1).

2. Òàáëèöû èíäåêñîâ. Ñîñòàâëåííûå òàáëèöû èíäåêñîâ
äëÿ ïðîñòûõ ìîäóëåé p äàþò âîçìîæíîñòü ïî ÷èñëó íàõî-
äèòü åãî èíäåêñ è, íàîáîðîò, ïî èíäåêñó � ÷èñëî. Â êà÷åñòâå
îñíîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ îäèí èç ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ÷èñëà
p.

Ïåðâûå òàáëèöû èíäåêñîâ äëÿ ïðîñòûõ ìîäóëåé äî 200

ñîñòàâèë â 1837 ã. çíàìåíèòûé ðóññêèé ìàòåìàòèê Ìèõàèë
Âàñèëüåâè÷ Îñòðîãðàäñêèé (1801 − 1862), íåìåöêèì ìàòå-
ìàòèêîì Ê. ßêîáè ýòè òàáëèöû áûëè äîâåäåíû äî 1000, à
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò òàáëèöû èíäåêñîâ äëÿ ïðî-
ñòûõ ìîäóëåé äî 10000.

Òàáëèöû îáû÷íî ñîäåðæàò íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå
âû÷åòû ïî ìîäóëþ ϕ(p) = p−1 (ïåðâàÿ òàáëèöà) è íàèìåíü-
øèå íåîòðèöàòåëüíûå ïðèâåäåííûå âû÷åòû ÷èñåë (âòîðàÿ
òàáëèöà). Ýòè òàáëèöû ïîìåùàþòñÿ â êà÷åñòâå ïðèëîæå-
íèÿ â êîíöå êàæäîãî ó÷åáíèêà ïî òåîðèè ÷èñåë. Ïîêàæåì
íà ïðèìåðå ñîñòàâëåíèå òàáëèö ïî îäíîìó èç ìîäóëåé.

Ï ð è ì å ð. Ïîñòðîèòü òàáëèöû äëÿ îïðåäåëåíèÿ èí-
äåêñîâ ïî ÷èñëàì è ÷èñåë ïî èíäåêñàì ïî ìîäóëþ p = 7.

Â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ k óäîáíî âçÿòü íàèìåíüøèé ïåðâî-
îáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 7. Â çàäà÷å 2 (ñì. âûøå) ìû
íàøëè åãî: k = 3. Çàïèøåì òåïåðü äâå ïðèâåäåííûõ ñèñòå-
ìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 7:

1) 1, 2, 3, 4, 5, 6;
2) 30, 31, 32, 33, 34, 35.
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Ñ ïîìîùüþ ñðàâíåíèé óñòàíàâëèâàåì áèåêòèâíîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ñèñòåìàìè 1) è 2):

30 ≡ 1 (mod 7)

31 ≡ 3 (mod 7)

32 ≡ 2 (mod 7)

33 ≡ 6 (mod 7)

34 ≡ 4 (mod 7)

35 ≡ 5 (mod 7).

Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó äëÿ íàõîæäåíèÿ èíäåêñîâ ïî ÷èñ-
ëàì:

n 1 2 3 4 5 6

ind3 n 0 2 1 4 5 3

Íà îñíîâå ïîëó÷åííîé òàáëèöû ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó
äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà ïî åãî èíäåêñó:

ind3 n 0 1 2 3 4 5

n 1 3 2 6 4 5

3. Ïðèìåíåíèå èíäåêñîâ ê ðåøåíèþ ñðàâíåíèé.
à) Ðåøåíèå ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó ìîäó-

ëþ.
Ïóñòü äàíî ñðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó ìîäó-

ëþ
ax ≡ b (mod p),

ãäå (a, p) = 1. ¾Èíäåêñèðóåì¿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî
ñðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì:

ind a + ind x ≡ ind b (mod p− 1).

(îñíîâàíèå èíäåêñîâ k ïðè ýòîì íàñ íå èíòåðåñóåò, ïîñêîëü-
êó ïåðåõîäèòü ê äðóãîìó îñíîâàíèþ íåò íåîáõîäèìîñòè).
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Äàëåå èìååì:

ind x ≡ ind b− ind a (mod p− 1).

Íàõîäÿ ïî òàáëèöàì ind a = γ1 è ind b = γ2 (ïî ìîäóëþ p)
è çàìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ÷èñëî γ2 − γ1 íàèìåíüøèì
íåîòðèöàòåëüíûì âû÷åòîâ γ èç êëàññà γ2 − γ1 âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ p− 1, ïîëó÷èì ñðàâíåíèå

ind x ≡ γ (mod p− 1),

ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó. ×èñëî γ ÿâëÿåòñÿ èíäåêñîì ïî ìî-
äóëþ p íåêîòîðîãî ÷èñëà c, íàõîäÿ êîòîðîå ïî òàáëèöå ¾àí-
òèèíäåêñîâ¿, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå â âèäå

ind x ≡ ind c (mod p− 1).

¾Ïîòåíöèðóÿ¿ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîãî ñðàâíåíèÿ

x ≡ c (mod p).

Ç à ä à ÷ à 5. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 4x ≡ −2 (mod 7).
Ð å ø å í è å. Âû÷åò −2 çàìåíÿåì ïîëîæèòåëüíûì âû-

÷åòîì ïî ìîäóëþ 7 è ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå: 4x ≡ 5 (mod 7).
Èìååì (4, 7) = 1, ñëåäîâàòåëüíî ñðàâíåíèå èìååò åäèí-
ñòâåííûé êëàññ ðåøåíèé. Èíäåêñèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ
÷àñòü ñðàâíåíèÿ, áóäåì èìåòü:

ind 4 + ind x ≡ ind 5 (mod 6).

Ïî òàáëèöå èíäåêñîâ (ñì. ïðèìåð ïóíêòà 2) íàõîäèì, ÷òî
ind3 5 = 5 è ind3 4 = 4. Òîãäà

ind3 x ≡ 1 (mod 6).

Òåïåðü, íàêîíåö, ïî òàáëèöàì ¾àíòèèíäåêñîâ¿ íàõîäèì, ÷òî
x ≡ 3 (mod 7).
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á) Ðåøåíèå äâó÷ëåííûõ ñðàâíåíèé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ñðàâíåíèå âèäà

axn ≡ b (mod p), (67)

ãäå a 6≡ 0 (mod p) è n ∈ N, íàçûâàåòñÿ äâó÷ëåííûì ñðàâ-
íåíèåì n-îé ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ñ îäíèì íåèç-
âåñòíûì.

Èíäåêñèðóÿ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ (67), ïîëó÷èì ðàâíî-
ñèëüíîå ñðàâíåíèå:

ind a + n ind x ≡ ind b (mod p− 1).

Îáîçíà÷àÿ ind x = z, ind b−ind a = c, ïðèõîäèì ê ñðàâíåíèþ

nz ≡ c (mod p− 1). (68)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (67) ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ ñðàâíåíèÿ (68) ïåðâîé ñòåïåíè. Åñëè (n, p − 1) = d è
c ... d, òî ñðàâíåíèå (68), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñðàâíåíèå (67),
èìååò d ðåøåíèé; åñëè æå c 6 ... d, òî ñðàâíåíèå (68), à ïîòîìó
è ñðàâíåíèå (67), ðåøåíèé íå èìååò.

Ç à ä à ÷ à 6. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 2x5 ≡ 3 (mod 7)

Ð å ø å í è å. ¾Èíäåêñèðóåì¿ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ:

ind 2 + 5ind x ≡ ind 3 (mod 6) ⇔
⇔ 5ind x ≡ ind 3− ind 2 (mod 6) ⇔

⇔ 5ind x ≡ 1− 2 (mod 6) ⇔
⇔ 5ind x ≡ −1 (mod 6) ⇔

⇔ 5ind x ≡ 5 (mod 6), (5, 6) = 1 ⇔
⇔ ind x ≡ 1 (mod 6) ⇔
⇔ x ≡ 3 (mod 7).
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â) Ðåøåíèå äâó÷ëåííûõ ïîêàçàòåëüíûõ ñðàâíåíèé ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîêàçàòåëüíîãî ñðàâíåíèÿ
âèäà:

a · cx ≡ b (mod p), (69)
ãäå (a, p) = 1 è (c, p) = 1.

¾Èíäåêñèðóÿ¿ îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ (69), ïîëó÷èì ðàâíî-
ñèëüíîå åìó ñðàâíåíèå:

ind a + x ind c ≡ ind b (mod p− 1),

èëè
x ind c ≡ ind b− ind a (mod p− 1). (70)

Ñðàâíåíèå (70) ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè ïî
ìîäóëþ p − 1. Åñëè (ind c, p − 1) = d è (ind b − ind a) ... d,
òî ñðàâíåíèå (70), à ñëåäîâàòåëüíî è ñðàâíåíèå (69) èìååò
d ðåøåíèé; åñëè æå (ind b − ind a) 6 ... d, òî ñðàâíåíèå (70), à
ñëåäîâàòåëüíî è ñðàâíåíèå (69), ðåøåíèé íå èìååò.

Ç à ì å ÷ à í è å. Åñëè a ... p èëè c ... p, à b 6 ... p, òî ñðàâíåíèå
(69) íåâîçìîæíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèé èìåòü íå áóäåò;
åñëè æå ïðè ýòîì è b ... p, òî ñðàâíåíèå (69) áóäåò ñâîäèòüñÿ
ê òîæäåñòâåííîìó ñðàâíåíèþ âèäà 0x ≡ 0 (mod p), êîòîðîå
áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ ëþáûì çíà÷åíèåì x.

Ç à ä à ÷ à 7. Ðåøèòü ñðàâíåíèå 5x ≡ 3 (mod 7).
Ð å ø å í è å. Èìååì: x ind 5 ≡ ind 3 (mod 6), èëè

5x ≡ 1 (mod 6) ⇔
⇔ 5x ≡ 25 (mod 6), (5, 6) = 1 ⇔

⇔ x ≡ 5 (mod 6).

Ýòî ðåøåíèå è áóäåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîãî ñðàâ-
íåíèÿ.
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7. ÏÐÀÊÒÈÊÓÌ ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ×ÈÑÅË

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �1
×èñëîâûå ôóíêöèè {x}, [x], τ (x), σ(x), µ(x).

Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë

1. Íàéòè ïîêàçàòåëü, ñ êîòîðûì ÷èñëî p = 3 âõîäèò â
ïðîèçâåäåíèÿ 100!, 250!.

2. Ñêîëüêèìè íóëÿìè îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 100! ?
3. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè 10!, 25!.
4. Âû÷èñëèòü τ (n) è σ(n) äëÿ ÷èñåë:

à) n = 375;

á) n = 720;

â) n = 957;

ã) n = 988;

ä) n = 1200.

5. Íàéòè âñå äåëèòåëè ÷èñåë:
à) n = 360;

á) n = 186.

6. ×èñëî n èìååò òîëüêî äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ, ïðè÷åì
τ (n) = 6, σ(n) = 28. Íàéòè n.

7. Èññëåäîâàòü, êàêèå èç ÷èñåë, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó
2320 è 2350, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.

8. Äîêàæèòå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ÷èñëîâûõ ôóíêöèé
τ (n) è σ(n). Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü îïðåäåëåíèåì ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè è îñíîâíîé òåîðåìîé àðèôìåòèêè.

9. Âû÷èñëèòü: µ(60), µ(323), µ(231).

10. Ñïðàâåäëèâà ëè òåîðåìà Äèðèõëå äëÿ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ ïðîãðåññèé:

à) 4, 12, 20, 28, . . . ;
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á) 5, 9, 13, 17, . . .?

Ïî÷åìó?
11. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ññûëàÿñü íà òåîðåìó Äèðè-

õëå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà:
à) 5t + 1, t ∈ N;

á) 6t + 3, t ∈ N; áåñêîíå÷íî? Ïî÷åìó?

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �2
Ñèñòåìàòè÷åñêèå ÷èñëà è äåéñòâèÿ íàä íèìè

1. Çàïèøèòå âñå öèôðû øåñòíàäöàòåðè÷íîé ñèñòåìû
ñ÷èñëåíèÿ.

2. Âåðíî ëè çàïèñàíû ÷èñëà â ñåìåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-
ëåíèÿ: 12547, 37127, 384217, 172897?

3. Çàïèøèòå ÷èñëî 12 â ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíè-
ÿìè 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

4. ×åìó ðàâíî îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé
26 = 101x?

5. Èìåþò ëè ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: 3456 = 12434,
1478 = 236213?

6. Íàéäèòå öèôðû äëÿ çàïèñè ÷èñåë â óêàçàííûõ ñèñòå-
ìàõ ñ÷èñëåíèÿ:

à) 370518 = x5;

á) 420134 = x7;

â) 798110 = x9;

ã) 421217 = x12.

7. Âûïîëíèòå óêàçàííûå äåéñòâèÿ:
à) 34879 + 87659;

á) 40(10)812 + 31(11)912;

â) 1325 · 145;
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ã) (11)2612 · 3212;

ä) 47048 ÷ 318.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �3
Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìàì

¾×èñëîâûå ôóíêöèè¿
è ¾Ñèñòåìàòè÷åñêèå ÷èñëà¿

1. Âû÷èñëèòü τ (n), σ(n) è µ(n), åñëè
1) n = 1120; 2) n = 968;
3) n = 896; 4) n = 1256;
5) n = 728; 6) n = 987;
7) n = 1126; 8) n = 936;
9) n = 1058; 10) n = 1210.

2. Âûïîëíèòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ:
1) 23145 ÷ 457; 2) 13226 ÷ 318;
3) 21147 ÷ 215; 4) 24315 ÷ 426;
5) 15026 ÷ 135; 6) 31245 ÷ 217;
7) 24157 ÷ 426; 8) 15618 ÷ 526;
9) 41026 ÷ 178; 10) 32518 ÷ 325.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäàíèÿ
(îáùèå äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ)

3. Íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 120 äî 315,
äåëÿùèõñÿ íà 11.

4. Âûïîëíèòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ:
à) (3617 + 245) · 1316;

á) (12416 − 389)÷ 123;

â) 21468 ÷ 325 − 1346.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �4
Öåïíûå äðîáè è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Ïîäõîäÿùèå äðîáè è èõ ñâîéñòâà
1. Ðàçëîæèòå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà â öåïíûå äðîáè:

à)
343

226
; á)

226

343
; â)

117

343
; ã) −343

117
.

Ñðàâíèòå ïîäõîäÿùèå äðîáè â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ.
2. Ïðåîáðàçóéòå â îáûêíîâåííóþ äðîáü ñëåäóþùèå öåï-

íûå äðîáè:
à) [2; 3, 1, 4];
á) [2; 1, 1, 2, 1, 6, 2, 5];
â) [0; 1, 2, 3, 4, 5];
ã) [−2; 3, 1, 3, 4, 2].

3. Ñîêðàòèòå äðîáè ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ
äðîáü:

à)
1043

3427
; á)

3587

2743
; â)

1857

9153
; ã)

70757

491209
.

4. Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé íàéäèòå ïðèáëèæå-

íèå ê äðîáè
a

b
=

13891

5065
ñ òî÷íîñòüþ äî: à) 0,001; á)

0,0001.
5. Ðàçëîæèòå 0,429 â íåïðåðûâíóþ äðîáü è íàéäèòå òðå-

òüå ïðèáëèæåíèå.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �5
Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè

è áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè
1. Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè ïðåäñòàâüòå áåñêî-

íå÷íûìè ïåðèîäè÷åñêèìè öåïíûìè äðîáÿìè:
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à) α =
√

12; á) α =
1 +

√
3

2
; â) α = 1 +

√
7 ;

ã) α =
√

3; ä) α =
√

6; å) α =
2 +

√
5

3
.

2. Íàéòè êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè ïî èõ ðàçëî-
æåíèÿì â ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè:

à) [(1; 2, 4, 6)]; á) [2; (1, 1, 1, 4)];
â) [(2; 2, 1, 1)].

3. Ïðè ïîìîùè öåïíûõ äðîáåé âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ
äî 0,0001 îáà êîðíÿ êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ êâàäðàòíûõ
óðàâíåíèé:

à) x2 − 9x + 6 = 0;
á) 2x2 − 3x− 6 = 0.

4. Íàéòè äëÿ ðàçëîæåíèÿ e = 2,718281828 . . . â öåïíóþ

äðîáü åå íåïîëíûå ÷àñòíûå äî q6 è ïîäõîäÿùèå äðîáè äî
P6

Q6
;

îöåíèòü ïîãðåøíîñòü äëÿ
P6

Q6
è âûðàçèòü ýòó ïîäõîäÿùóþ

äðîáü â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè.
5. Ñðåäè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ðàçëîæåíèÿ α íàéòè íàè-

ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå α ñî çíàìåíàòåëåì Q 6 b è îöåíèòü
äîïóùåííóþ ïîãðåøíîñòü ε:

à) α =

√
77− 3

2
, Q 6 100;

á) α =

√
35 + 1

2
, Q 6 100;

â) α =
22 +

√
15

7
, Q 6 100;

ã) α =

√
21 + 1

2
, Q 6 50.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �6
Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìå ¾Öåïíûå äðîáè¿

1. Ïðåîáðàçîâàòü â îáûêíîâåííûå äðîáè ñëåäóþùèå
íåïðåðûâíûå äðîáè:

1) [2; 3, 2, 4, 2]; 2) [3; 1, 2, 6, 2];
3) [4; 2, 3, 1, 2]; 4) [3; 3, 1, 2, 3];
5) [2; 5, 1, 2, 2]; 6) [2; 4, 1, 2, 1];
7) [3; 2, 2, 2, 3]; 8) [2; 2, 2, 1, 2];
9) [4; 3, 3, 1, 3]; 10) [4; 1, 2, 6, 2].

2. Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé íàéòè ïðèáëèæåíèå
ê äàííîé äðîáè ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001.

1)
12126

5386
; 2)

13891

5065
;

3)
3587

2743
; 4)

9153

1857
;

5)
2741

3287
; 6)

12621

4283
;

7)
10213

5327
; 8)

3489

2747
;

9)
3027

4325
; 10)

5621

3787
.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäàíèÿ (îáùèå äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ)

3. Ñîêðàòèòü äðîáü
3653

3107
, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå åå â

öåïíóþ äðîáü.
4. Íå ðàçëàãàÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α â öåïíóþ äðîáü,

óñòàíîâèòü, ìîæåò ëè îíî èìåòü ïîäõîäÿùóþ äðîáü δ?

Çíà÷åíèÿ α è δ: 1) α =
√

10, δ =
16

6
; 2) α =

√
7, δ =

37

14
.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �7
×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
ñîñòàâíîìó ìîäóëþ è ïîëå ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

1. Ñðåäè ÷èñåë 217, 42, 182, 241 íàéòè âñå ïàðû ÷èñåë,
ñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ 12.

2. Ìîæíî ëè ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó öåëûõ ÷èñåë

2, 9, 16, 20, 27, 39, 46, 85

êàê ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 8?
3. Íàïèñàòü ïîëíûå ñèñòåìû àáñîëþòíî íàèìåíüøèõ

âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì 10 è 16.
4. Çàïèñàòü ïðèâåäåííûå ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì

11 è 45.
5. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà 〈Z12, ⊕, ¯〉.
6. Êàêèå èç êîëåö 〈Z5, ⊕, ¯〉, 〈Z8, ⊕, ¯〉, 〈Z11, ⊕, ¯〉,

〈Z20, ⊕, ¯〉 ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè?

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �8
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà è åå ñâîéñòâà

1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà äëÿ ÷èñåë:
à) n = 375;
á) n = 720;
â) n = 4320;
ã) n = 998;
ä) n = 1200.

2. Èçâåñòíî, ÷òî ϕ(a) = 3600. Íàéòè a, åñëè a = 3α·5β·7γ.
3. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå âçàèìíî ïðîñòûõ ñ

÷èñëîì 120, ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå [1; 120]?
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4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n > 3, òî ϕ(n) � ÷åòíîå ÷èñëî.
5. Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ôóíêöèè Ýéëåðà äîêàçàòü, ÷òî

â íàòóðàëüíîì ðÿäó ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë.

6. Íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ϕ(3x) = ϕ(2x), x ∈ N.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �9
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òåîðåìà Ýéëåðà è Ôåðìà

1. Íàéòè ïîñëåäíèå öèôðû â çàïèñè ÷èñåë:
à) 12345; á)11203; â)71199; ã)49341.

2. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ:
à) ÷èñëà 12549 íà ÷èñëî 7;
á) ÷èñëà 349126 íà ÷èñëî 11;
â) ÷èñëà 1212354 íà ÷èñëî 13;
ã) ÷èñëà 3157 íà ÷èñëî 100;
ä) ÷èñëà 111201 íà ÷èñëî 1000.

3. Íàéòè äâå ïîñëåäíèå öèôðû â çàïèñè ÷èñåë:
à) 1761; á)1979; â)23114; ã)97203.

4. Ïîêàçàòü, ÷òî:
à) 116 + 316 + 716 + 916 ≡ 4 (mod 10);
á) 118 + 218 + 318 + 418 + 518 + 618 ≡ −1 (mod 7).

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �10
Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìå

¾×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ¿

1. Çàïèñàòü ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
27.

2. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà 〈Z16, ⊕, ¯〉.
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3. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 345126 íà 7.
4. Íàéòè ïîñëåäíþþ öèôðó â çàïèñè ÷èñëà 9832.
5. Âûâåñòè ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 7.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �11
Ñðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé. Ñðàâíåíèÿ

ïåðâîé ñòåïåíè

1. Ðåøèòü ñðàâíåíèÿ:
à) 2x ≡ 3 (mod 5); á) 3x ≡ 4 (mod 7);
â) 7x ≡ 10 (mod 11); ã) 12x ≡ 7 (mod 13);
ä) 7x ≡ 11 (mod 15); å) 10x ≡ 15 (mod 25);
æ) 9x ≡ 12 (mod 21); ç) 14x ≡ 4 (mod 8);
è) 4x ≡ 18 (mod 24); ê) 28x ≡ 40 (mod 44).

2. Ñîñòàâüòå ñðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ïî ìîäóëþ 21:
à) èìåþùåå îäíî ðåøåíèå; á) èìåþùåå 3 èëè 7 ðåøåíèé;
â) èìåþùåå 2, 10, 15 ðåøåíèé.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �12
Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ, ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ

1. Ðåøèòü äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ:
à) 13x + 16y = 19; á) 21x + 30y = 39;
â) 15x + 45y = 120; ã) 14x + 21y = 100;
ä) 129x + 48y = 342; å) 12x + 16y = 428.

2. Ðåøèòü äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ öåïíûõ
äðîáåé:

à) 11x + 19y = 113; á) 13x + 29y = 124.
3. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé äâóõ öåëûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåí-

íî íà 7 è íà 3 ðàâíà 41. Íàéòè ýòè ÷èñëà.
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4. Äëÿ íàñòèëêè ïîëà øèðèíîé â 3 ìåòðà èìåþòñÿ äîñêè
øèðèíîé â 11 ñì è 13 ñì. Ñêîëüêî íóæíî âçÿòü äîñîê òîãî
è äðóãîãî ðàçìåðà?

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �13
Ñèñòåìû ñðàâíåíèé, ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ

1. Ðåøèòü ñèñòåìû ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè:

à)
{

x ≡ 3 (mod 11)

x ≡ 5 (mod 7)
; á)

{
x ≡ 2 (mod 15)

x ≡ 7 (mod 25)
;

â)





x ≡ 7 (mod 11)

x ≡ 3 (mod 10)

x ≡ 5 (mod 3)

; ã)





x ≡ 13 (mod 16)

x ≡ 3 (mod 10)

x ≡ 9 (mod 14)

;

ä)





7x ≡ 4 (mod 15)

3x ≡ 1 (mod 12)

x ≡ 7 (mod 9)

; å)





17x ≡ 7 (mod 2)

2x ≡ 1 (mod 3)

2x ≡ 2 (mod 5)

.

2. Íàéòè ÷èñëà, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà
à) 4, 5, 7 äàþò ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêè 2, 3, 4;
á) 13, 21, 23 äàþò ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêè 9, 1, 13;
â) 2, 3, 4, 5 äàþò ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêè 1, 1, 1, 0.

3. Ìåæäó 500 è 800 íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êî-
òîðûå ïðè äåëåíèè íà 3, 5, 8 äàþò ñîîòâåòñòâåííî îñòàòêè
2, 3, 4.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �14
Ñðàâíåíèÿ âûñøèõ ñòåïåíåé.

Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è íåâû÷åòû
1. Çàìåíèòü äàííûå ñðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíûìè èì ñðàâ-

íåíèÿìè è ðåøèòü èõ:
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à) x10 + 3x5 − 4x3 + x2 − 3 ≡ 0 (mod 7);
á) x14 − x12 + 3x5 − 6x2 + x + 1 ≡ 0 (mod 11);
â) x8 − 3x7 + 2x6 + 3x4 − 2x2 − 1 ≡ 0 (mod 5);
ã) x13 − x3 + x− 3 ≡ 0 (mod 11);
ä) x9 − 3x4 + 2x3 − x + 3 ≡ 0 (mod 7).

2. Ðåøèòü ñðàâíåíèÿ:
à) x14 − 4x13 − x + 6 ≡ 0 (mod 13);
á) x12 + 2x11 − 2x− 1 ≡ 0 (mod 11);
â) x9 − x3 + x− 5 ≡ 0 (mod 7).

3. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåíû íà ìíîæèòåëè ïî ìîäóëþ p:
à) f (x) = x3 − 8x2 − x + 3, p = 11;
á) f (x) = x4 − 4x3 + 4x− 1, p = 7;
â) f (x) = x4 + 6x3 − 3x2 + x + 2, p = 13.

4. Íàéòè âñå êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è íåâû÷åòû ïî ìî-
äóëþ 19.

5. C ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ýéëåðà óñòàíîâèòü, êàêèå èç
÷èñåë 3, 5, 7, 8 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè ïî ìî-
äóëþ 13.

6. C ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ýéëåðà óñòàíîâèòü, èìåþò ëè
ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ:

à) x2 ≡ 7 (mod 11);
á) x2 ≡ 12 (mod 13);
â) x2 ≡ 5 (mod 7);
ã) x2 ≡ 6 (mod 13);
ä) x2 ≡ 5 (mod 11);
å) x2 ≡ 3 (mod 29);
æ) x2 ≡ 7 (mod 17);
ç) x2 ≡ 3 (mod 7).

7. Äîêàçàòü, ÷òî íè ïðè êàêîì öåëîì çíà÷åíèè x âûðà-
æåíèå x2 + 3x + 5 íå äåëèòñÿ íà 121.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �15
Ïîêàçàòåëè è èõ ñâîéñòâà

1. Êàêîìó ïîêàçàòåëþ ïðèíàäëåæàò:
à) ÷èñëî 7 ïî ìîäóëþ 12;
á) ÷èñëî 3 ïî ìîäóëþ 17;
â) ÷èñëî 6 ïî ìîäóëþ 10;
ã) ÷èñëî 25 ïî ìîäóëþ 31;
ä) ÷èñëî 5 ïî ìîäóëþ 61.

2. Ðàñïðåäåëèòü âñå êëàññû ÷èñåë ïî ïîêàçàòåëÿì:
à) ïî ìîäóëþ 7;
á) ïî ìîäóëþ 11;
â) ïî ìîäóëþ 13.

3. Íàéòè âñå êëàññû âû÷åòîâ, ïðèíàäëåæàùèå ïîêàçà-
òåëÿì:

à) δ = 5 ïî ìîäóëþ 11;
á) δ = 6 ïî ìîäóëþ 13;
â) δ = 9 ïî ìîäóëþ 19.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �16
Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ,
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé.

Èíäåêñû. Ðåøåíèå ñðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ èíäåêñîâ

1. Íàéòè âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè:
à) ïî ìîäóëþ 5;
á) ïî ìîäóëþ 7;
â) ïî ìîäóëþ 53.

2. Ñîñòàâèòü òàáëèöó èíäåêñîâ:
à) ïî ìîäóëþ 11;

199



á) ïî ìîäóëþ 19.
3. Ðåøèòü ñðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ èíäåêñîâ:

à) 17x ≡ 20 (mod 19); á) 23x ≡ 17 (mod 11);
â) 15x4 ≡ 26 (mod 29); ã) 13x21 ≡ 5 (mod 31);
ä) x2 ≡ 89 (mod 97); å) 40x10 ≡ 3 (mod 17);
æ) 12x ≡ 7 (mod 19); ç) 6x ≡ −3 (mod 11);
è) 2x ≡ 7 (mod 67); ê) 15 ·72x ≡ 8 ·33x (mod 31).

4. C ïîìîùüþ òàáëèö èíäåêñîâ íàéòè îñòàòêè îò äåëå-
íèÿ:

à) ÷èñëà 1319 íà 19; á) ÷èñëà 318 íà 11;
â) ÷èñëà 1932 íà 17; ã) ÷èñëà 29117 íà 23.

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �17
Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìàì

¾Ñðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé¿
è ¾Ñòåïåííûå âû÷åòû¿

1. Ðåøèòü ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè:
1) 126x ≡ 41 (mod 21); 2) 221x ≡ 11 (mod 23);
3) 129x ≡ 25 (mod 15); 4) 136x ≡ 27 (mod 15);
5) 248x ≡ 27 (mod 13); 6) 158x ≡ 42 (mod 17);
7) 242x ≡ 72 (mod 11); 8) 315x ≡ 49 (mod 15);
9) 256x ≡ 17 (mod 13); 10) 405x ≡ 11 (mod 17).

2. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ:
1) 81x− 48y = 33; 2) 17x− 19y = 120;
3) 23x + 10y = 310; 4) 11x + 23y = 117;
5) 10x− 12y = 86; 6) 14x− 8y = 78;
7) 22x + 13y = 128; 8) 40x + 12y = 321;
9) 16x− 22y = 141; 10) 18x + 23y = 160.

3. Ðåøèòü ñèñòåìû ñðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè:
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1)





2x ≡ 7 (mod 5)

x ≡ −3 (mod 4)

x ≡ 13 (mod 7)

;

2)





3x ≡ −5 (mod 7)

x ≡ 13 (mod 4)

x ≡ −6 (mod 11)

;

3)





x ≡ 14 (mod 19)

x ≡ 5 (mod 7)

x ≡ −9 (mod 10)

;

4)





x ≡ 5 (mod 13)

2x ≡ 7 (mod 10)

x ≡ −2 (mod 7)

;

5)





4x ≡ −1 (mod 11)

x ≡ 7 (mod 5)

x ≡ −10 (mod 7)

;

6)




−x ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 10 (mod 7)

x ≡ −3 (mod 11)

;

7)





2x ≡ 11 (mod 3)

x ≡ −2 (mod 13)

x ≡ 10 (mod 4)

;

8)





x ≡ 12 (mod 7)

x ≡ −4 (mod 5)

x ≡ 3 (mod 13)

;

9)





2x ≡ 1 (mod 5)

x ≡ −5 (mod 7)

x ≡ 17 (mod 6)

;

10)





x ≡ 13 (mod 11)

x ≡ −10 (mod 7)

x ≡ 14 (mod 13)

.

201



4. Íàéòè âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè:
1) ïî ìîäóëþ 11; 2) ïî ìîäóëþ 13;
3) ïî ìîäóëþ 17; 4) ïî ìîäóëþ 19;
5) ïî ìîäóëþ 23; 6) ïî ìîäóëþ 29;
7) ïî ìîäóëþ 41; 8) ïî ìîäóëþ 43;
9) ïî ìîäóëþ 47; 10) ïî ìîäóëþ 31.

5. Ñîñòàâèòü òàáëèöó èíäåêñîâ ïî ìîäóëþ 17 è ðåøèòü
ñðàâíåíèÿ:

1) 12x5 ≡ 6 (mod 17); 2) 10x4 ≡ 7 (mod 17);
3) 3x ≡ 10 (mod 17); 4) 5x ≡ 12 (mod 17);
5) 13x6 ≡ 2 (mod 17); 6) 6x ≡ 13 (mod 17);
7) 3x7 ≡ 12 (mod 17); 8) 6x3 ≡ 13 (mod 17);
9) 7x ≡ 5 (mod 17); 10) 10x ≡ 3 (mod 17).

8. ÃËÎÑÑÀÐÈÉ

Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî � êîìïëåêñíîå èëè äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëå-
íà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, îäíîâðåìåííî îòëè÷íûìè îò
íóëÿ.
Èíäåêñ êëàññà âû÷åòîâ x ïî ìîäóëþ p ïðè îñíîâà-

íèè k � ÷èñëî γ, òàêîå, ÷òî kγ = x, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî
è k � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.
Ëèíåéíîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïå-

ðåìåíûìè � óðàâíåíèå âèäà

ax + by = c, (a, b, c ∈ Z, a, b 6= 0),

ïîä ÷àñòíûì ðåøåíèåì êîòîðîãî ïîíèìàåòñÿ ïàðà öåëûõ
÷èñåë x0, y0, òàêèõ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå èõ â óðàâíåíèå
ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî x è y ïîëó÷àåòñÿ âåðíîå ðàâåíñòâî.
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Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ � ÷èñëîâàÿ
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì:

1. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ∀n ∈ N, ïðè÷åì f (1) = 1;
2. ∀n, m ∈ N, (n, m) = 1 f (n ·m) = f (n) · f (m).

Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà � íåðàâåíñòâî, âûðàæàþ-
ùåå àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë:

0,92129 < π(x)÷ x

ln x
< 1,10555.

Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ � îòíîøå-
íèå ðàâíîîñòàòî÷íûõ öåëûõ ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà îäíî è
òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (a ≡ b (mod m)).
Ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ �

êëàññ âû÷åòîâ a ïî ìîäóëþ p, ïðèíàäëåæàùèé ïîêàçàòåëþ
δ = p− 1.
Ïîäõîäÿùàÿ äðîáü � ëþáîé ¾îòðåçîê¿ öåïíîé äðîáè.
Ïîëíàÿ ñèñòåìà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m

� ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Ïîðÿäîê êëàññà âû÷åòîâ k, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìî-

äóëåì m, � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî δ, òàêîå, ÷òî
kδ = 1.
Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìî-

äóëþ m � ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m.
Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà � ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïîëîæè-

òåëüíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ çàäàííîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî.
Ñðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó ìî-

äóëþ � ñðàâíåíèå âèäà x2 ≡ a (mod p).
Ñðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ñ îäíîé ïåðåìåí-

íîé � ñðàâíåíèå âèäà: ax ≡ b (mod m).
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Òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî � ëþáîå íåàëãåáðàè÷åñêîå
÷èñëî.
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà � ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, âûðàæàþùàÿ

êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ çàäàííî-
ãî ÷èñëà n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì.
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