
�1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, . . . , an, . . ..

×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . . + an + . . . (1.1)

×èñëà a1, a2, . . . , an, . . . íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà, an � îáùèì ÷ëåíîì

ðÿäà.

Ñóììà Sk =
k∑

n=1
an = a1 + a2 + . . . + ak íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé ñóììîé

ðÿäà. Ñóììû S1 = a1, S2 = a1 + a2, . . . , Sk =
k∑

n=1
an îáðàçóþò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Ñóììîé ðÿäà íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ

ñóìì

S = lim
k→∞

Sk = lim
k→∞

k∑
n=1

an (1.2)

Åñëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñóùåñòâóåò, òî ðÿä íà-

çûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ

ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ïðèìåð 1.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

1
n(n + 1)

.

Ðåøåíèå . Ïðåîáðàçóåì îáùèé ÷ëåí ðÿäà, ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå ðàçíî-

ñòè ïðîñòûõ äðîáåé an = 1
n(n + 1)

= 1
n −

1
n + 1 . Âû÷èñëèì ÷àñòè÷íóþ

ñóììó. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî è

ïîñëåäíåãî, âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ. Sk = 1
1 −

1
2 + 1

2 −
1
3 + 1

3 −
1
4 + . . . +

1
k
− 1

k + 1
= 1− 1

k + 1
. Âû÷èñëèì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ

ñóìì S = lim
k→∞

Sk = lim
k→∞

(
1− 1

k + 1

)
= 1. Ïðåäåë ñóùåñòâóåò, çíà÷èò,

ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà S = 1.

Ïðèìåð 1.2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1
aqn−1.
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Ðåøåíèå . Îáùèé ÷ëåí ðÿäà èìååò âèä an = aqn−1. Åñëè q 6= 1, òî

÷àñòè÷íàÿ ñóììà Sk =
a(qk − 1)

q − 1 .

Åñëè |q| < 1, òî S = lim
k→∞

Sk = lim
k→∞

a(qk − 1)
q − 1 = a

1− q , òàê êàê lim
k→∞

qk = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Åñëè |q| > 1, òî S = lim
k→∞

Sk = lim
k→∞

a(qk − 1)
q − 1 = ∞, òàê êàê lim

k→∞
qk = ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè q = 1, òî Sk = 1+1+1+ . . . →∞ ïðè k →∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè q = −1, òî S2k = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . = 0, S2k−1 = 1− 1 + 1−
1 + 1− . . . = 1. Ïðåäåëà ÷àñòè÷íûõ ñóìì íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ñóììà rk =
∞∑

n=k+1
ak íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì ðÿäà. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ è

åãî ñóììà ðàâíà S, òî îñòàòîê ðÿäà rk = S − Sk.

�2. Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ïóñòü çàäàí ðÿä
∞∑

n=1

an (2.1)

Òåîðåìà 2.1. (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà). Åñëè ðÿä

(2.1) ñõîäèòñÿ, òî åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ,

òî lim
n→∞

an = 0.

Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ åãî ñóììà S = lim

k→∞
Sk.

Çàìåòèì, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà an = Sn−Sn−1. Ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå

ê ïðåäåëó: lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0.
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Çàìå÷àíèå Óñëîâèå lim
n→∞

an = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòà-

òî÷íûì. Åñëè an 6→ 0, òî ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ. Íî ñóùåñòâóþò ðàñõî-

äÿùèåñÿ ðÿäû, îáùèé ÷ëåí êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (an → 0, íî ðÿä

ðàñõîäèòñÿ).

Òåîðåìà 2.2. Ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ëþ-

áîé åãî îñòàòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk+m =
k+m∑
n=1

an ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿ-

äà, à ÷åðåç σm =
k+m∑

n=k+1
an ÷àñòè÷íóþ ñóììó åãî îñòàòêà. Èìååì Sk+m =

k∑
n=1

an + σm. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî åãî îñòàòîê rk ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

(ïðè k →∞).

Òåîðåìà 2.4. Ñóììà äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ � ñõîäÿùèéñÿ ðÿä è åãî

ñóììà ðàâíà ñóììå ñêëàäûâàåìûõ ðÿäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè äàíû äâà ñõîäÿùèõ-

ñÿ ðÿäà, òî èõ ñóììà òàêæå ñõîäèòñÿ è ñóììà ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì

ðÿäà ðàâíà ñóììå èñõîäíûõ ðÿäîâ.

Ïóñòü S ′ =
∞∑

n=1
an, S ′′ =

∞∑
n=1

bn. Äîêàæåì, ÷òî
∞∑

n=1
(an + bn) = S ′ + S ′′.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû äàííûõ ðÿäîâ S ′k =
k∑

n=1
an è S ′′k =

k∑
n=1

bn.

Òîãäà S ′k + S ′′k =
k∑

n=1
(an + bn). Ïåðåéäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè

k →∞, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ,òî ðÿä

∞∑
n=1

can òàêæå ñõîäèòñÿ

(c � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ).

Òåîðåìà 2.6. Åñëè â ñõîäÿùåìñÿ ðÿäå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îáúåäè-

íèòü ÷ëåíû ðÿäà â ãðóïïû, òî ñõîäèìîñòü ðÿäà íå íàðóøèòñÿ è åãî

ñóììà íå èçìåíèòñÿ.
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�3. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ.

Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑

n=1

an, (3.1)

êîòîðûé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ

÷ëåíîâ. Îäíîâðåìåííî ñ íèì ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíûé ðÿä, ÷ëåíû êî-

òîðîãî ìîäóëè ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà
∞∑

n=1

|an|. (3.2)

Âñå ÷ëåíû ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà íåîòðèöàòåëüíû.

Ðÿä
∞∑

n=1
an íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ àáñîëþòíî, åñëè îí ñõîäèòñÿ è ñõî-

äèòñÿ ðÿä
∞∑

n=1
|an|. Åñëè ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, à ðÿä èç ìîäóëåé
∞∑

n=1
|an|

ðàñõîäèòñÿ, òî òàêîé ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ óñëîâíî.

Ýòî îïðåäåëåíèå èçáûòî÷íî, â íåì åñòü ëèøíåå óñëîâèå. Ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ðÿä èç ìîäóëåé
∞∑

n=1
|an|, ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∞∑
n=1

an

òàêæå ñõîäèòñÿ.

�4. Ïðèçíàêè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

Äàí ðÿä
∞∑

n=1
an, âñå ÷ëåíû êîòîðîãî ïîëîæèòåëüíû (an > 0). Äëÿ

òàêèõ ðÿäîâ ìîæíî óêàçàòü ïðèçíàêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ óäàåòñÿ, íå

âû÷èñëÿÿ ïðåäåëà ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà, óñòàíîâèòü ñõîäèòñÿ ðÿä èëè

ðàñõîäèòñÿ. Îäíàêî ýòè ïðèçíàêè íå äàþò âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòü ñóì-

ìó ðÿäà, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ. Íî íàõîæäåíèå ñóììû ðÿäà � ýòî òðóäíàÿ

çàäà÷à è ðåøèòü åå àíàëèòè÷åñêè óäàåòñÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ïðèìåíÿÿ

ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì (Sk) ïîëîæèòåëü-

íîãî ðÿäà âñåãäà âîçðàñòàåò Sk+1 > Sk. Ïîýòîìó âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
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ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñó-

ùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëîæèòåëüíûé ðÿä ñõîäèëñÿ íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì áûëà

îãðàíè÷åíà â ñîâîêóïíîñòè, òî åñòü ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî M , ÷òî Sk 6 M äëÿ âñåõ k ∈ N. Åñëè Sk →∞, òî ðÿä
∞∑

n=1
an

ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè

ðÿäîâ.

Òåîðåìà 4.1. (Ïåðâûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Ïóñòü äàíû ïîëîæè-

òåëüíûå ðÿäû
∞∑

n=1
an è

∞∑
n=1

bn, ÷ëåíû êîòîðûõ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

an 6 bn (äëÿ âñåõ n ∈ N).
1) Åñëè ðÿä

∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑

n=1
an òàêæå ñõîäèòñÿ (èç ñõîäè-

ìîñòè áîëüøåãî ðÿäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ìåíüøåãî ðÿäà).

2) Åñëè ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∞∑
n=1

bn òàêæå ðàñõîäèòñÿ (èç ðàñ-

õîäèìîñòè ìåíüøåãî ðÿäà ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü áîëüøåãî ðÿäà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ′k è S ′′k ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ
∞∑

n=1
an

è
∞∑

n=1
bn ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî S ′k 6 S ′′k .

1) Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
bn ñõîäèòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M , ÷òî ÷à-

ñòè÷íûå ñóììû S ′′k 6 M äëÿ âñåõ k ∈ N. Èìååì S ′k 6 S ′′k 6 M äëÿ âñåõ

k ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ.

2) Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ÷àñòè÷íûå ñóììû S ′k → ∞. Ñëå-

äîâàòåëüíî, S ′′k →∞ è ðÿä
∞∑

n=1
bn ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 4.2. (Âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.) Ïóñòü äàíû ïîëîæè-

òåëüíûå ðÿäû
∞∑

n=1
an è

∞∑
n=1

bn è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé, íåðàâíûé íóëþ
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ïðåäåë lim
n→∞

an
bn

= K (0 < K < ∞). Òîãäà ðÿäû
∞∑

n=1
an è

∞∑
n=1

bn ñõîäÿòñÿ

èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ε > 0 òàêîå, ÷òî K − ε > 0. Äëÿ ýòîãî ε ñó-

ùåñòâóåò íîìåð N(ε), òàêîé, ÷òî ïðè n > N(ε) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣an
bn
−K

∣∣∣ < ε. Òàê êàê bn > 0, òî ðàñêðûâ ìîäóëü è óìíîæèâ íåðàâåíñòâî

íà bn, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (K− ε)bn < an < (K + ε)bn. Äëÿ çàâåðøåíèÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì òåîðåìó 4.1.

Ïðîâîäÿ ñðàâíåíèå ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà
∞∑

n=1
an ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèåé, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 4.3. (Ïåðâûé ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà.) Äàí ïîëîæèòåëü-

íûé ðÿä
∞∑

n=1
an (an > 0). Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî
an+1
an

6 d < 1, òî ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ. Åñëè

an+1
an

> 1,

òî ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåí-

ñòâî
an+1
an

6 d < 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n ∈ N (íà÷èíàÿ ñ n = 1).

Èìååì a2 6 a1d, a3 6 a2d 6 a1d
2, . . . , an+1 6 a1d

n, . . .. Ðÿä
∞∑

n=1
a1d

n−1

ñõîäèòñÿ (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ |q| = d < 1). Ïî ïåðâîìó ïðèçíà-

êó ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 4.1) ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ.

Åñëè
an+1
an

> 1, òî an+1 > an > an−1 > . . . > a1. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà

an 6→ 0. Ïî òåîðåìå 2.1 ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 4.4. (Âòîðîé ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà.) Äàí ïîëîæèòåëüíûé

ðÿä
∞∑

n=1
an (an > 0) è ñóùåñòâóåò lim

n→∞
an+1
an

= d. Òîãäà ïðè d < 1 ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, ïðè d > 1 ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d < 1. Âûáåðåì ε > 0 òàêîå, ÷òî d + ε < 1. Äëÿ

ýòîãî ε ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N(ε), ÷òî ïðè n > N(ε) ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
∣∣∣an+1

an
− d
∣∣∣ < ε. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

an+1
an

<

d + ε < 1 è ïî òåîðåìå 4.3 ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü d > 1. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû d − ε > 1. Äëÿ ýòîãî ε ñó-

ùåñòâóåò òàêîé íîìåð N(ε), ÷òî ïðè n > N(ε) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣an+1
an

− d
∣∣∣ < ε. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

an+1
an

> d− ε > 1 è ïî

òåîðåìå 4.3 ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 4.5. (Ïåðâûé ïðèçíàê Êîøè.) Äàí ïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑

n=1
an. Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, n

√
an 6 c < 1, òî ðÿä

∞∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ. Åñëè n
√

an > 1, òî ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåí-

ñòâî n
√

an 6 c < 1 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n ∈ N (íà÷èíàÿ ñ n = 1).

Èìååì a1 6 c, a2 6 c 2, . . . , an 6 cn, . . .. Ðÿä
∞∑

n=1
cn ñõîäèòñÿ (ãåîìåòðè÷å-

ñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ |q| = c < 1). Ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà

4.1) ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ.

Åñëè n
√

an > 1, òî an > 1. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà an 6→ 0. Ïî òåîðåìå 2.1

ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 4.6. (Âòîðîé ïðèçíàê Êîøè.) Äàí ïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑

n=1
an è ñóùåñòâóåò lim

n→∞
n
√

an = c. Òîãäà ïðè c < 1 ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ,

ïðè c > 1 ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c < 1. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû c + ε < 1. Äëÿ

ýòîãî ε ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N(ε), ÷òî ïðè n > N(ε) ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
∣∣ n
√

an − c
∣∣ < ε. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî n

√
an <

c + ε < 1 è ïî òåîðåìå 4.5 ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ.
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Ïóñòü c > 1. Âûáåðåì ε > 0 òàêîå, ÷òî c − ε > 1. Äëÿ ýòîãî ε ñó-

ùåñòâóåò òàêîé íîìåð N(ε), ÷òî ïðè n > N(ε) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣ n
√

an − c
∣∣ < ε. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî n

√
an > c − ε > 1 è ïî

òåîðåìå 4.5 ðÿä
∞∑

n=1
an ðàñõîäèòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè d = 1 è c = 1 ïðèçíàêè Ä'Àëàìáåðà è Êîøè íå äàþò

îòâåòà íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ñóùåñòâóþò ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿ-

ùèåñÿ ðÿäû, äëÿ êîòîðûõ d = 1 èëè c = 1. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè

òàêèõ ðÿäîâ ñóùåñòâóþò äðóãèå ïðèçíàêè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, áîëåå

ñèëüíûå ÷åì ïðèçíàêè Ä'Àëàìáåðà è Êîøè.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí îäèí óäîáíûé äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ

ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, îñíîâàííûé íà ñîîáðàæåíèÿõ ñîâñåì èíîãî ðîäà,

÷åì ðàññìîòðåííûå ðàíåå ïðèçíàêè. Â ôîðìóëèðîâêå ýòîãî ïðèçíàêà èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà.

Òåîðåìà 4.7. (Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè.) Äàí ïîëîæèòåëü-

íûé ðÿä
∞∑

n=1
an. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåâîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà [1;∞) òàêàÿ, ÷òî an = f(n). Äëÿ ñõîäèìî-

ñòè ðÿàä
∞∑

n=1
an íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ èíòåãðàë

∞∫
1

f(x)dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, òî åñòü åñëè

x1 < x2, òî f(x1) > f(x2).

-x
0

an

6
y

a1

a2

q q q q q q q
1 2 3 n

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, âûðàæàþ-

ùàÿñÿ ÷åðåç èíòåãðàë
n∫
1

f(x)dx, çàêëþ÷åíà ìåæäó ïëîùàäÿìè âïèñàííîé

è îïèñàííîé îêîëî òðàïåöèè ñòóïåí÷àòûõ ôèãóð (øèðèíà øàãà ∆x = 1).
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Èìååì Sâïèñ. = a2 + a3 + . . . + an, Sîïèñ. = a1 + a2 + . . . + an−1 (âûñîòà

ïðÿìîóãîëüíèêîâ � h = ak, îñíîâàíèå � a = 1). Òàêèì îáðàçîì,

Sn − a1 <

n∫
1

f(x)dx < Sn−1 (∗)

Òàê êàê
n∫
1

f(x)dx <
n+1∫
1

f(x)dx, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (
n∫
1

f(x)dx) ÿâëÿ-

åòñÿ âîçðàñòàþùåé.

1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn îãðàíè÷åíà ñâåðõó (Sn < S). Èç íåðàâåíñòâà

(*) ñëåäóåò, ÷òî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì äëÿ

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îãðàíè÷åíà ñâåðõó (
n∫
1

f(x)dx < Sn−1 < S).

Çíà÷èò, èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü èíòåãðàë
∞∫
1

f(x)dx ñõîäèòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (
n∫
1

f(x)dx) âîçðàñòàåò è èìååò ïðåäåë. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó
n∫
1

f(x)dx 6
∞∫
1

f(x)dx. Èç íåðàâåíñòâà (*) ñëåäóåò, ÷òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Sn îãðàíè÷åíà ñâåðõó Sn− a1 <
n∫
1

f(x)dx 6
∞∫
1

f(x)dx. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ (êàê ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).

Âñïîìíèì ÷åòûðå âàæíûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè ïðå-

äåëà:

lim
n→∞

a0x
m + a1x

m−1 + . . . + am

b0x
k + b1x

k−1 + . . . + bk

=


0, åñëè m < k

∞, åñëè m > k
a0
b0

, åñëè m = k

, (4.1)

lim
n→∞

n
√

a = 1, (4.2)

lim
n→∞

n
√

n = 1, (4.3)
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lim
n→∞

n
√

n! = ∞. (4.4)

Ïðèìåð 4.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

1
nα .

Ðåøåíèå . Ðÿä
∞∑

n=1

1
nα íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì.

Èññëåäóåì åãî ñõîäèìîñòü, ïðèìåíèâ èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè. Ôóíê-

öèÿ f(x) = 1
xα óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 4.7. Ðàññìîòðèì

íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. Ïóñòü α = 1. Èìååì
∞∫
1

dx
x = ln x

∣∣∣∞
1

= ∞. Èíòåãðàë
∞∫
1

dx
x ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑

n=1

1
n òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

2. Ïóñòü α > 1. Èìååì
∞∫
1

dx
xα = 1

1− α ·
1

xα−1

∣∣∣∞
1

= 1
1− α(0 − 1) = 1

α− 1 .

Èíòåãðàë
∞∫
1

1
xα ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
n=1

1
nα òàêæå ñõîäèòñÿ.

3. Ïóñòü α < 1. Èìååì
∞∫
1

dx
xα = 1

1− α ·
1

xα−1

∣∣∣∞
1

= ∞− 1
1− α = ∞. Èíòåãðàë

∞∫
1

dx
xα ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
n=1

1
nα òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Çàïèøåì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ãàðìîíè-

÷åñêîãî ðÿäà

Ðÿä
∞∑

n=1

1

nα =

{
ñõîäèòñÿ, åñëè α > 1,

ðàñõîäèòñÿ, åñëè α 6 1.
(4.5)

Ïðèìåð 4.2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

2n
√

n
3n−1 .

Ðåøåíèå . Ðÿä
∞∑

n=1

2n
√

n
3n−1 ïîëîæèòåëüíûé. Èññëåäóåì åãî ñõîäèìîñòü,

ïðèìåíèâ ïðèçíàêè Ä'Àëàìáåðà è Êîøè.

1. Ïðèìåíèì ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà. Èìååì an =
2n
√

n
3n−1 , an+1 = 2n+1

√
n + 1

3n .

Òîãäà lim
n→∞

an+1
an

= lim
n→∞

2n+1
√

n + 1
3n :

2n
√

n
3n−1 = lim

n→∞
2n · 2 · 3n−1

√
n + 1

3n−1 · 3 · 2n
√

n
=

= 2
3 lim

n→∞

√
n + 1

n = 2
3 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
n=1

2n
√

n
3n−1 ñõîäèòñÿ.
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2. Ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè. Èìååì an =
2n
√

n
3n−1 . Òîãäà lim

n→∞

√
an =

= lim
n→∞

n

√
2n
√

n
3n−1 = lim

n→∞
n

√
2n · 3 ·

√
n

3n = lim
n→∞

2
3

2n
√

9n = 2
3 < 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ðÿä
∞∑

n=1

2n
√

n
3n−1 ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 4.3. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1
2n · sin 5

4n .

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè. Èìååì an = 2n · sin 5
4n . Òîãäà

lim
n→∞

n

√
2n sin 5

4n = lim
n→∞

n

√
2n · 5

4n = lim
n→∞

2
4

n
√

5 = 1
2 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðÿä
∞∑

n=1
2n sin 5

4n ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 4.4. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1
ln
(
1 + 1

n

)
.

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå ýòàëîííî-

ãî ðÿäà âîçüìåì îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑

n=1

1
nα è íàéäåì ïðè

êàêîì α ïðåäåë îòíîøåíèÿ lim
n→∞

an
bn

áóäåò êîíå÷åí. Èìååì

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

ln

(
1 +

1

n

)
1

nα

= lim
n→∞

nα

n = 1 ïðè α = 1. Ðÿä
∞∑

n=1

1
n ðàñõîäèò-

ñÿ. Ïî òåîðåìå 4.2 èññëåäóåìûé ðÿä òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 4.5. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

2n + 1√
n5 − 3n2 + 10

.

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì âòîðîé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî

ðÿäà âîçüìåì îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑

n=1

1
nα è íàéäåì ïðè êàêîì

α ïðåäåë îòíîøåíèÿ lim
n→∞

an
bn

áóäåò êîíå÷åí. Èìååì

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

2n + 1√
n5 − 3n2 + 10

1

nα

= lim
n→∞

(2n + 1)nα√
n5 − 3n2 + 10

= 2 ïðè α = 1, 5.

Ðÿä
∞∑

n=1

1
n1,5 ñõîäèòñÿ. Ïî òåîðåìå 4.2 èññëåäóåìûé ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 4.6. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=2

1

n
√

ln3 n
.

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè. Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ f(x) = 1

x
√

ln3 x
. Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåî-

ðåìû 4.7. Èìååì
∞∫
2

dx

x
√

ln3 x
=

∞∫
2

d(ln x)

ln3/2 x
= − 2√

ln x
|∞2 = − 2

∞ + 2√
ln 2

=

2√
ln 2

� ñõîäèòñÿ. Ïî òåîðåìå 4.7 ðÿä
∞∑

n=2

1

n
√

ln3 n
òàêæå ñõîäèòñÿ.

Ñôîðìóëèðóåì åùå äâà ñâîéñòâà àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ìû

óæå çíàåì, ÷òî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä îáëàäàåò ñî÷åòàòåëüíûì ñâîéñòâîì (òåî-

ðåìà 2.6).

Òåîðåìà 4.8. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä îáëàäàåò ïåðåìåñòèòåëü-

íûì ñâîéñòâîì.

Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ÷ëåíû àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ìîæ-

íî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïåðåñòàâëÿòü. Åãî ñóììà ïðè ýòîì íå èçìå-

íèòüñÿ.

Ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ðÿäîâ. Åñëè
∞∑

n=1
an è

∞∑
m=1

bm � äâà ðÿäà,

òî èõ ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ðÿä
∞∑

n,m=1
anbm = a1b1 + a2b1 + a1b2 +

a1b3+a2b2+a3b1+. . ., ñîñòîÿùèé èç âñåõ âîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ÷ëåíîâ

èñõîäíûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 4.9. Åñëè ïåðåìíîæèòü äâà àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäà, òî

ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà

ïðîèçâåäåíèþ ñóìì èñõîäíûõ ðÿäîâ.

Åñëè
∞∑

n=1
an = S1,

∞∑
m=1

bm = S2 (an > 0, bm > 0), òî
∞∑

n,m=1
anbm = S1 · S2.

Çàäàíèå 4.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

n + 1
2n2 + 3n− 1

; á)
∞∑

n=1

n + 1
(3n + 2)2n ; â)

∞∑
n=1

4n+1

n!
.

Çàäàíèå 4.2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

(4n− 1) · 2n+1

(5n− 3) · 3n−1 ; á)
∞∑

n=1

1
n · sin

1
n ; â)

∞∑
n=1

(
2n + 1
3n− 1

)n

.
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Çàäàíèå 4.3. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

(
2n + 1
3n− 1

)n2

; á)
∞∑

n=1

n2 − 2√
n5 + 3n2 − 2

; â)
∞∑

n=1

n2 + 6n− 5√
n9 + 3n2 − 2

.

Çàäàíèå 4.4. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

3 · 7 · 10 · . . . · (4n− 1)
2 · 7 · 12 · . . . · (5n− 3)

; á)
∞∑

n=1

1
2n

(
n + 1

n

)n2

; â)
∞∑

n=1

1
3n

(
n + 1

n

)n2

.

Çàäàíèå 4.5. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

3n

n

(
n− 2

n

)n2

; á)
∞∑

n=1

n2 + n− 4
n2 − 3n + 5

; â)
∞∑

n=1

3n · (4n + 3)
2n · n!

.

Çàäàíèå 4.6. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

1
(ln(n + 2))n ; á)

∞∑
n=1

sinn 3
n ; â)

∞∑
n=1

(2n + 1)!!
(2n)!! · 3n .

Çàäàíèå 4.7. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

1

n
3
√

ln4 x
; á)

∞∑
n=1

n!
nn ; â)

∞∑
n=1

3n + 1
5n + 4 .

�5. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñá óñëîâíîé ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ.

Ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n−1cn = c1 − c2 + c3 − . . . + (−1)n−1cn + . . ., ãäå cn > 0,

íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ ðÿäîì. Äëÿ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ

ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 5.1. (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n+1cn ñõîäèòñÿ, åñëè åãî îáùèé ÷ëåí, ìîíîòîííî óáûâàÿ ïî àá-

ñîëþòíîé âåëè÷èíå, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n+1cn ñõîäèò-

ñÿ, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ cn+1 < cn è lim
n→∞

cn = 0.

à) Ðàññìîòðèì ÷åòíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû S2m = (c1 − c2) + (c3 − c4) +

. . . + (c2m−1 − c2m). Èìååì S2m+2 = S2m + (c2m+1 − c2m+2) > S2m, òàê êàê

ïî óñëîâèþ òåîðåìû c2m+1 > c2m+2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (S2m) ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Ïîêàæåì, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Äåéñòâè-

òåëüíî, S2m = c1 − (c2 − c3)− (c4 − c5)− . . .− (c2m−2 − c2m−1)− c2m < c1
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ïîòîìó, ÷òî âñå ñêîáêè cn − cn+1 > 0 ïîëîæèòåëüíû è ðàçíîñòü âñåãäà

áîëüøå óìåíüøàåìîãî. Ïî òîåðåìå î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (âñÿêàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èìååò ïðåäåë) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòíûõ ÷àñòè÷íûõ èìååò

ïðåäåë. Îáîçíà÷èì åãî S, òî åñòü S = lim
n→∞

S2m.

á) Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå÷åòíûõ ÷àñòè÷íûõ èìååò ïðå-

äåë è íàéäåì åãî. Èìååì lim
n→∞

S2m+1 = lim
n→∞

(S2m + c2m+1) = lim
n→∞

S2m +

lim
n→∞

c2m+1 = S + 0 = S.

Îáúåäèíÿÿ a) è b), ïîëó÷àåì, ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåõ ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì ñóùåñòâóåò è lim
n→∞

Sn = S.

Ñëåäñòâèå 5.2. Îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà íå ïðå-

âîñõîäèò ïî ìîäóëþ ìîäóëÿ ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëåäñòâèè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî |rn| < cn+1. Äîêàçà-

òåëüñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.

1. Ïóñòü n = 2k � ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà r2k = c2k+1 − c2k+2 + . . . =

(c2k+1 − c2k+2) + (c2k+3 − c2k+4) + . . . > 0 è r2k = c2k+1 − (c2k+2 − c2k+3)−
(c2k+4 − c2k+5)− . . . < c2k+1. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 < |r2k| < c2k+1.

2. Ïóñòü n = 2k + 1 � íå÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà r2k+1 = −c2k+2 + c2k+3 −
. . . = −(c2k+2−c2k+3)−(c2k+4−c2k+5)− . . . < 0 è r2k+1 = −c2k+2 +(c2k+3−
c2k+4)+(c2k+5−c2k+6)+ . . . > −c2k+2. Ñëåäîâàòåëüíî, −c2k+2 < r2k+1 < 0.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî 0 < |rn| < cn+1.

Òåîðåìà 5.3. (Ïðèçíàê Àáåëÿ). Åñëè ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ, à ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (bn) ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òî ðÿä
∞∑

n=1
anbn ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 5.4. (Ïðèçíàê Äèðèõëå). Åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∞∑

n=1
an

îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè (|An| < M äëÿ âñåõ n ∈ N), à ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (bn) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ((bn) ↘ èëè (bn) ↗ è

lim
n→∞

bn = 0), òî ðÿä
∞∑

n=1
anbn ñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 5.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

(−1)n+1

n .

Ðåøåíèå . Èññëåäóåì ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü: ðÿä
∞∑

n=1

1
n ðàñõî-

äèòñÿ, êàê ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ïðè α = 1 (ôîðìóëà (4.5)).

Èññëåäóåì ðÿä íà óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Èìååì

cn = 1
n . Óñëîâèå à) cn+1 < cn, òî åñòü

1
n + 1 < 1

n , âûïîëíÿåòñÿ; óñëîâèå

á) lim
n→∞

cn = 0, òî åñòü lim
n→∞

1
n = 0, òîæå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n+1

n ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ

ïåðåìåñòèòåëüíûé çàêîí, òî åñòü ñóììà ðÿäà íå èçìåíèòñÿ ïðè ëþáîé

ïåðåñòàíîâêå åãî ÷ëåíîâ. Óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òàêèì ñâîéñòâîì íå

îáëàäàþò. Áîëåå òîãî

Òåîðåìà 5.5. (Ðèìàíà). Åñëè ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ óñëîâíî è M � ïðî-

èçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî ìîæíî òàê ïåðåñòàâèòü ÷ëåíû

ðÿäà, ÷òî ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ÷èñëó M .

Çàäàíèå 5.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1
(−1)n · 4n + 3

n2 + 3n
; á)

∞∑
n=1

(−1)n · 4n + 3
2n · (3n + 1)

; â)
∞∑

n=1

(−1)n+1√
n2 + 4

.

Çàäàíèå 5.2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

sin n
n2 ; á)

∞∑
n=1

(−1)n+1 · n + 1
4n + 1 ; â)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n ln3 n
.

Çàäàíèå 5.3. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

(−1)n+1 · 3n

23n+1 · (n + 2)
; á)

∞∑
n=1

(−1)n+1 · n3

5n · (2 + 3n)
; â)

∞∑
n=1

(−1)n ·
(

4n + 3
5n + 3

)n

.
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�6. Ðÿäû ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè.

Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑

n=1
an, ãäå an = αn + iβn (αn, βn ∈ R) � êîìïëåêñíûå

÷èñëà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

αn + i

∞∑
n=1

βn (6.1)

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ðÿäà
∞∑

n=1
an ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè ýêâèâà-

ëåíòíî çàäàíèþ äâóõ ðÿäîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷ëåíàìè
∞∑

n=1

αn (6.2)

∞∑
n=1

βn (6.3)

Êàê è äëÿ ðÿäà ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷ëåíàìè äëÿ ðÿäà ñ êîìïëåêñíûìè

÷ëåíàìè ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà Sn =
n∑

k=1
ak =

n∑
k=1

(αk + iβk) è ñóììû ðÿäà S = lim
n→∞

Sn.

Ðÿä (6.1) ñõîäèòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî

÷àñòè÷íûõ ñóìì, è ðàñõîäèòñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ïðåäåëà íå èìååò.

Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè ñâîäèòñÿ ê

èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè äâóõ ðÿäîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèëñÿ íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëèñü ðÿäû
∞∑

n=1
αn è

∞∑
n=1

βn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn = σn + iτn = a1 + a2 + . . . + an =

(α1 + α2 + . . . + αn) + i(β1 + β2 + . . . + βn) ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (6.1).

à) Ïóñòü ðÿä (6.1) ñõîäèòñÿ è S = lim
n→∞

Sn � åãî ñóììà (S = σ + iτ ).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε)

òàêîé, ÷òî ∀n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |S − Sn| < ε (∗).
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Èìååì |S − Sn| = |(σ + iτ)− (σn + iτn)| =
√

(σ − σn)2 + (τ − τn)2.

Òàê êàê |σ − σn| 6 |S − Sn| è |τ − τn| 6 |S − Sn|, òî ∀n > N(ε)

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |σ−σn| 6 |S−Sn| < ε, |τ − τn| 6 |S−Sn| < ε.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðÿäû (6.2) è (6.3) ñõîäÿòñÿ è èõ ñóììû ðàâíû σ è τ

ñîîòâåòñòâåííî.

á) Ïóñòü ðÿäû (6.2) è (6.3) ñõîäÿòñÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ

ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî ∀n > N(ε) âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà |σ − σn| < ε√
2
è |τ − τn| < ε√

2
.

∀n > N(ε) èìååì |S − Sn| =
√

(σ − σn)2 + (τ − τn)2 <

√
ε2

2 + ε2

2 = ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (6.1) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà S.

Äëÿ ðÿäîâ ñ êîìïëåêñíûìè ÷ëåíàìè ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ àáñîëþòíîé è

óñëîâíîé ñõîäèìîñòè.

Ðÿä
∞∑

n=1
an íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

|an|.

Åñëè ñàì ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ, à ðÿä

∞∑
n=1

|an| ðàñõîäèòñÿ, òî òàêîé ðÿä íà-

çûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ óñëîâíî.

Èññëåäîâàíèå ðÿäà (6.1) íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ïðîâîäÿò ïî ïðè-

çíàêàì Ä'Àëàìáåðà, Êîøè, ñðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî òåîðåìà

Òåîðåìà 6.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèëñÿ àáñîëþòíî íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû àáñîëþòíî ñõîäèëèñü ðÿäû
∞∑

n=1
αn è

∞∑
n=1

βn.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ |αn| 6 |an|,
|βn| 6 |an|, |an| 6 |αn|+ |βn| è ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðÿä (6.1) ñõîäèòñÿ è õîòÿ áû îäèí èç ðÿäîâ (6.2) è

(6.3) ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ðÿä (6.1) ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Ïðèìåð 6.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

(
ln n
3
√

n8
+ i

n(n + 1)

)
.

Ðåøåíèå . Èìååì αn = ln n
3
√

n8
, βn = 1

n(n + 1)
. Ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ñðàâ-

íåíèÿ (òåîðåìà 4.1) ðÿä |αn| = ln n
3
√

n8
< 1

3
√

n5
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî; ïî âòî-
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ðîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 4.2) ðÿä |βn| = 1
n(n + 1)

∼ 1
n2 òàêæå

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðèìåð 6.2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

n sin in
3n .

Ðåøåíèå . Èìååì
∞∑

n=1

n sin in
3n =

∞∑
n=1

i · n sh n
3n . Èññëåäóåì ðÿä íà àáñî-

ëþòíóþ ñõîäèìîñòü: |an| = n
3n · e2n − 1

en . Ïî ïðèçíàêó Êîøè (òåîðåìà

4.6) lim
n→∞

n
√
|an| = e2

3e · lim
n→∞

n
√

n = e
3 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäàííûé ðÿä

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðèìåð 6.3. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1
(−1)n+1 · e

i/n

n .

Ðåøåíèå . Èìååì an = (−1)n+1 · e
i/n

n = (−1)n+1 ·
cos

1

n
+ i sin

1

n
n . Ðÿä èç

ìîäóëåé |an| =
√

cos2 1
n + i sin2 1

n2 = 1
n ðàñõîäèòñÿ (ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä).

Èññëåäóåì ðÿä íà ïîêîìïîíåíòíóþ ñõîäèìîñòü.

Èìååì αn = (−1)n+1 ·
cos

1

n
n , βn = (−1)n+1 ·

sin
1

n
n .

Ðÿä |βn| =
sin

1

n
n ∼ 1

n2 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ñðàâ-

íåíèÿ (òåîðåìà 4.2).

Ðÿä αn =
(−1)n+1

n · cos 1
n èññëåäóåì ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Òàê êàê

ôóíêöèÿ f(x) = 1
x · cos 1

x óáûâàåò ïðè x > 0 (åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) =

− 1
x2 ·cos 1

x−
1
x3 ·sin 1

x < 0), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 1
n + 1 ·cos 1

n + 1 <

1
n · cos 1

n è lim
n→∞

1
n · cos 1

n = 0, òî ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî (çàìåòèì, ÷òî ýòîò

ðÿä íå ìîæåò ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, èíà÷å çàäàííûé â óñëîâèè çàäà÷è ðÿä

ñõîäèëñÿ áû àáñîëþòíî).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n+1 · e

i/n

n ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Çàäàíèå 6.1. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1

(
(−1)n+1
√

2n− 1
+ ie

n

n!

)
.
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�7. Ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Ðàññìîòðèì ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íå ÷èñëà, à ôóíêöèè

∞∑
n=1

un(x) = u1(x) + u2(x) . . . + un(x) + . . . (7.1)

Âñå ôóíêöèè un(x) îïðåäåëåíû â îáëàñòè ∆. Ðÿä (7.1) íàçûâàåòñÿ ôóíê-

öèîíàëüíûì ðÿäîì. Åñëè òî÷êó x0 ∈ ∆ ïîäñòàâèòü â ðÿä (7.1), òî ïî-

ëó÷èì ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑

n=1
un(x0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk(x0) =

k∑
n=1

un(x0) ÷à-

ñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (7.1) â òî÷êå x0. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïoñëåäîâà-

òåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì S(x0) = lim
n→∞

Sn(x0), òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (7.1)

ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0.

ÌíîæåñòâîD âñåõ òî÷åê x, äëÿ êîòîðûõ ðÿä (7.1) ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ

îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà (7.1).

Ñóììà rn(x) =
∞∑

k=n+1
un(x) íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì ðÿäà. Åñëè ðÿä â

òî÷êå x ñõîäèòñÿ, òî îñòàòîê ðÿäà rn(x) = S(x)− Sn(x).

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-

þòñÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

∞∑
n=1

un(z) = u1(z) + u2(z) . . . + un(z) + . . . . (7.2)

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà D ⊂ C.
Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íàõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêàì

àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè.

Ïðèìåð 7.1. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä 1
1 + x−

∞∑
n=1

1
(n + x)(n + 1 + x)

ñõîäèòñÿ

íà [0;∞). Íàéäèòå åãî ñóììó.

Ðåøåíèå . Çàìåòèì, ÷òî âñå ÷ëåíû ðÿäà 1
1 + x −

1
(1 + x)(2 + x)

− . . .−

− 1
(n + x)(n + 1 + x)

− . . . îïðåäåëåíû ïðè x > 0. Íàéäåì ÷àñòè÷íóþ

ñóììó Sn(x) = 1
1 + x −

1
(1 + x)(2 + x)

− . . . 1
(n + x)(n + 1 + x)

= 1
1 + x −
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− 1
1 + x + 1

2 + x − 1
2 + x + 1

3 + x − 1
n + x + 1

n + 1 + x = 1
n + 1 + x .

Òîãäà ñóììà ðÿäà S(x) = lim
n→∞

1
n + 1 + x = 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0;∞). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà S(x) = 0.

Ïðèìåð 7.2. Íàéäèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

(4x)2n

(2n + 1) · 5n .

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè

lim
n→∞

n
√
|un(x)| = lim

n→∞
n

√
(4x)2n

(2n + 1) · 5n = lim
n→∞

16x2

5 · n
√

2n + 1
= 16x2

5 .

Ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè 16x2

5 < 1 èëè x2 < 5
16 . Ðåøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó-

÷èì, ÷òî |x| <
√

5
4 .

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.

Ïóñòü x =

√
5

4 . Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

(4
√

5/4)2n

(2n + 1) · 5n =
∞∑

n=1

5n

(2n + 1) · 5n =
∞∑

n=1

1
2n + 1 . Ðÿä ðàñõîäèòñÿ (ôîð-

ìóëà (4.5)).

Ïóñòü x = −
√

5
4 . Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä

∞∑
n=1

(−4
√

5/4)2n

(2n + 1) · 5n =
∞∑

n=1

1
2n + 1 . Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Èòàê, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈
(
−
√

5
4 ;

√
5

4

)
.

Ïðèìåð 7.3. Íàéäèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

(4z)2n

(2n + 1) · 9n .

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè

lim
n→∞

n
√
|un(z)| = lim

n→∞
n

√
(4z)2n

(2n + 1) · 9n = lim
n→∞

16z2

9 · n
√

2n + 1
= 16z2

9 .

Ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè 16z2

9 < 1 èëè z2 < 9
16 . Ðåøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïî-

ëó÷èì, ÷òî |z| < 3
4 . Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà � êðóã ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R = 3
4 .

Ïðèìåð 7.4. Íàéäèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

1
(2n + 1)3n

(
4x + 5
x + 3

)n

.

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè
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lim
n→∞

n
√
|un(x)| = lim

n→∞
n

√
1

(2n + 1)3n

∣∣∣4x + 5
x + 3

∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣4x + 5
x + 3

∣∣∣· 1
3 n
√

2n + 1
=

= 1
3

∣∣∣4x + 5
x + 3

∣∣∣ < 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè 1
3

∣∣∣4x + 5
x + 3

∣∣∣ < 1 èëè
∣∣∣4x + 5
x + 3

∣∣∣ < 3.

Íåðàâåíñòâî ñ ìîäóëåì ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå äâóõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ

íåðàâåíñòâ. Ðåøèì ýòó ñèñòåìó{
4x + 5
x + 3 < 3
4x + 5
x + 3 > −3

⇔

{
4x + 5
x + 3 − 3 < 0
4x + 5
x + 3 + 3 > 0

⇔

{
x− 4
x + 3 < 0
7x + 14
x + 3 > 0

.

Ðåøåíèå êàæäîãî íåðàâåíñòâà îòìåòèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

-

-

x

x

�3

�3

�2

4bb b b�����������������

@@@@ @@@@@@@@@@@@@@@@@@

Íàõîäèì ðåøåíèå ñèñòåìû x ∈ (−2; 4).

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.

Ïóñòü x = 4. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

1
(2n + 1)3n

(
4 · 4 + 5
4 + 3

)n

=
∞∑

n=1

3n

(2n + 1)3n =
∞∑

n=1

1
2n + 1 . Ðÿä ðàñõîäèò-

ñÿ (ôîðìóëà (4.5)).

Ïóñòü x = −2. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

1
(2n + 1)3n

(
4 · (−2) + 5
−2 + 3

)n

=
∞∑

n=1

(−3)n

(2n + 1)3n =
∞∑

n=1

(−1)n

2n + 1 . Èññëåäî-

âàâ ñõîäèìîñòü çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, ïîëó-

÷èì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Èòàê, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ [−2; 4).

Ïðèìåð 7.5. Íàéäèòå îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

(
(x + n)x

n

)n

.

Ðåøåíèå . Ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè

lim
n→∞

n
√
|un(x)| = lim

n→∞
|(x + n)x|

n = lim
n→∞

∣∣∣∣x2

n + x

∣∣∣∣ = |x|.

Ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè |x| < 1.

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.

Ïóñòü x = 1. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

(
1 + n

n

)n

. Òàê êàê

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n

= e, òî ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè
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(òåîðåìà 2.1) ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïóñòü x = −1. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

(
1− n

n

)n

. Èìååì

an = (−1)n
(
1− 1

n

)n

è òàê êàê lim
n→∞

|an| = lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

= 1
e , ïî íåîáõî-

äèìîìó ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè (òåîðåìà 2.1) ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Èòàê, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ [−1; 1)

Çàäàíèå 7.1. Íàéäèòå îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

(x2 − 4x + 3)n

3n ; á)
∞∑

n=1

(x2 − 8x + 11)n

4n ; â)
∞∑

n=1

(−1)n+1

2n

(
x + 3
3− x

)n

.

Çàäàíèå 7.2. Íàéäèòå îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1

4n · n
(x− 3)n ; á)

∞∑
n=1

n2 · 5n · x
(x + 2)n ; â)

∞∑
n=1

sin nx
2nx ; ã)

∞∑
n=1

cos nx
n2 .

Çàäàíèå 7.3. Íàéäèòå îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

à)
∞∑

n=1
(−1)n+1nx2

7nx ; á)
∞∑

n=1

sin(x + 2πn)
3
√

n5 + x
; â)

∞∑
n=1

(−1)n

n3 + 2

(
2x + 3
3− x

)n

.

�8. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

n=1

un(x) = u1(x) + u2(x) . . . + un(x) + . . . (8.1)

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ñóììû ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëà-

ãàåìûõ. Ïðè ýòîì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñâîéñòâà ñëàãàåìûõ-ôóíêöèé ñî-

õðàíÿþòñÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñîõðàíÿ-

þòñÿ ñâîéñòâà ñëàãàåìûõ.

Ïóñòü âñå ôóíêöèè un(x) îïðåäåëåíû â îáëàñòè ∆ è ðÿä (8.1) ñõîäèòñÿ

â îáëàñòè D ⊂ ∆.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn(x) =
n∑

k=1
un(x) n-óþ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà, à

÷åðåç S(x) = lim
n→∞

Sn(x) � ñóììó ðÿäà ∀x ∈ D.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòî-

ðîãî (∀n > N) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|S(x)− Sn(x)| < ε èëè |rn(x)| < ε. (∗)
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Â îáùåì ñëó÷àå íîìåð N çàâèñèò íå òîëüêî îò ε, íî è îò x, òî åñòü

N = N(ε, x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåííûé äëÿ òî÷êè x1 íîìåð N(ε, x1)

ìîæåò íå ïîäõîäèòü äëÿ òî÷êè x2 (N(ε, x1) 6= N(ε, x2)). Åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî (*) âûïîëíÿåòñÿ ñðàçó

äëÿ âñåõ x ∈ D, òî ãîâîðÿò î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè S(x) íà ìíîæåñòâå D,

åñëè ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî (∀n > N(ε)) äëÿ

âñåõ ∀x ∈ D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|S(x)− Sn(x)| < ε èëè |rn(x)| < ε. (∗∗)

Åñëè òàêîãî íîìåðà íå ñóùåñòâóåò (íîìåð çàâèñèò îò x), òî ðÿä ñõîäèòñÿ

íåðàâíîìåðíî.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ãðàôè÷åñêè. Ðàñ-

ïèøåì íåðàâåíñòâî (**) S(x) − ε < Sn(x) < S(x) + ε. Äâîéíîå íåðàâåí-

ñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèêè âñåõ ôóíêöèé Sn(x) ïðè n > N(ε) öåëèêîì

ðàñïîëîæåíû â ïîëîñå øèðèíîé 2ε, òî åñòü S(x)− ε < Sn(x) < S(x) + ε.

-

6

x

y

S(x)

S(x) + ε

S(x)− ε

Sn(x)

Ïðèìåð 8.1. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä 1
1 + x−

∞∑
n=1

1
(n + x)(n + 1 + x)

ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà [0;∞).

Ðåøåíèå . Â ïðèìåðå 7.1 äëÿ äàííîãî ðÿäà ïîëó÷èëè, ÷òî Sn(x) =
1

n + 1 + x è S(x) = 0. Òîãäà îñòàòîê rn(x) = 1
n + 1 + x . Èìååì |rn(x)| =

1
n + 1 + x 6 1

n + 1 < ε. Ðåøèâ íåðàâåíñòâî 1
n + 1 < ε, ïîëó÷èì, ÷òî

N(ε) = 1− ε
ε . Èòàê, íîìåð N çàâèñèò îò ε è íå çàâèñèò îò x. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ðÿä 1
1 + x−

∞∑
n=1

1
(n + x)(n + 1 + x)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0;∞).
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Ïðèìåð 8.2. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n xn

(n + 1)2n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà [0; 2].

Ðåøåíèå . Çàäàííûé â óñëîâèè çàäà÷è ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì,

ïîýòîìó îñòàòîê |rn(x)| < cn+1 =
|x|n+1

(n + 2)2n+1 (ñëåäñòâèå 5.2). Äëÿ âñåõ

[0; 2] èìååì |rn(x)| < xn+1

(n + 2)2n+1 6 1
n + 2 < ε. Ðåøèâ íåðàâåíñòâî

1
n + 2 < ε, ïîëó÷èì, ÷òî N(ε) = 1− 2ε

ε . Èòàê, íîìåð N çàâèñèò îò ε

è íå çàâèñèò îò x. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n xn

(n + 1)2n ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî íà [0; 2].

Ïðèìåð 8.3. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
(1 − x)xn ñõîäèòñÿ íà [0; 1] íåðàâ-

íîìåðíî.

Ðåøåíèå . Èìååì Sn(x) = x− x2 + x2− x3 + x3− x4 + . . . + xn− xn+1 =

1 − xn+1. Òîãäà S(x) =

{
1, åñëè x ∈ [0; 1)

0, åñëè x = 1
. Îñòàòîê ðÿäà rn(x) =

S(x) = Sn(x) =

{
xn, åñëè x ∈ [0; 1)

0, åñëè x = 1
. Ïðè ôèêñèðîâàííîì n îñòàòîê

rn(x) → 1 ïðè x → 1, ñëåäîâàòåëüíî, îí íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ε. Çíà÷èò,

ðÿä
∞∑

n=1
(1− x)xn ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà [0; 1].

Ïðè âûÿñíåíèè âîïðîñà î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ â íåêîòîðîé

îáëàñòè ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé è àáñîëþòíîé ñõîäè-

ìîñòè ðÿäîâ.

Òåîðåìà 8.1. (Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ â îá-

ëàñòè D. Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ D âûïîëíåíî óñëîâèå |un(x)| < cn è ðÿä
∞∑

n=1
cn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D ðàâíîìåðíî è

àáñîëþòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ D � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè. Òàê êàê

|un(x0)| < cn è ðÿä
∞∑

n=1
cn ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà
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4.1), ðÿä
∞∑

n=1
un(x0) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà

òî÷êè x0 ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî âî âñåé îáëàñòè D.

Äîêàæåì òåïåðü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà. Òàê êàê ðÿä
∞∑

n=1
cn

ñõîäèòñÿ, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð

N(ε), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî (ïðè n > N(ε)) îñòàòîê r∗n =
∞∑

k=n+1
ck < ε.

Òîãäà ïðè n > N(ε) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî |rn(x)| =∣∣∣∣ ∞∑
k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣ 6
∞∑

k=n+1
|uk(x)| <

∞∑
k=n+1

ck < ε, ÷òî îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ

ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

n=1
un(x).

Ðÿä
∞∑

n=1
cn íàçûâàþò ìàæîðèðóþùèì ðÿäîì èëè ìàæîðàíòîé.

Ïðèìåð 8.4. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1

cos nx
n2 ñõîäèòñÿ íà R ðàâíîìåðíî.

Ðåøåíèå . Òàê êàê
| cos nx|

n2 6 1
n2 è ðÿä

∞∑
n=1

1
n2 ñõîäèòñÿ, òî ïî òåîðåìå

Âåéåðøòðàññà ðÿä
∞∑

n=1

cos nx
n2 ñõîäèòñÿ íà R ðàâíîìåðíî.

Ïðèìåð 8.5. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
x2e−nx ñõîäèòñÿ íà [0;∞) ðàâíî-

ìåðíî.

Ðåøåíèå . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàæîðàíòû íàéäåì íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèé un(x) = x2e−nx íà [0;∞). Âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíûå u′n(x) =

2xe−nx−nx2e−nx = x(2−nx)e−nx è ïðèðàâíÿâ èõ ê íóëþ, ïîëó÷èì x1 = 0

(òî÷êà ìèíèìóìà) è x2 = 2
n (òî÷êà ìàêñèìóìà) ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëü-

íî, |un(x)| 6 un(x2) = 1
e · n2 < 1

n2 . Ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì cn = 1
n2 ÿâëÿåòñÿ

ìàæîðàíòîé. Òàê êàê ðÿä
∞∑

n=1

1
n2 ñõîäèòñÿ, òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà

çàäàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0;∞).
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�9. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíûå òåîðåìû, âûðàæàþùèå ñâîéñòâà

ðàâîíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 9.1. (î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì ñóììû). Ïóñòü

âñå ôóíêöèè un(x) îïðåäåëåíû â îáëàñòè D, x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

îáëàñòè D è äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò lim
x→x0

un(x) = an. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D ðàâíîìåðíî. Òîãäà

1) ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ ;

2) lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑

n=1
lim
x→x0

un(x) =
∞∑

n=1
an.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 9.2. (î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðÿäà). Åñëè ôóíêöèè un(x)

íåïðåðûâíû â îáëàñòè D è ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D ðàâíî-

ìåðíî, òî ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, à x0 � ôèêñèðîâàííàÿ

òî÷êà îáëàñòè D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn(x) � ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà, ÷åðåç

S(x) � ñóììó ðÿäà â òî÷êå x. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ S(x) íåïðåðûâíà

â òî÷êå x0.

Èìååì S(x) = Sn(x)+rn(x), S(x0) = Sn(x0)+rn(x0), ãäå rn(x) îñòàòîê

ðÿäà â òî÷êå x.

Òîãäà |S(x) − S(x0)| = |Sn(x) + rn(x) − Sn(x0) − rn(x0)| 6

6 |Sn(x)− Sn(x0)|+ |rn(x)|+ |rn(x0)|. (∗).
Òàê êàê ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D ðàâíîìåðíî, òî ∀ε > 0

ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî (∀n > N(ε)) ∀x ∈ D ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî |rn(x)| < ε
3 . (∗∗).

Â ÷àñòíîñòè |rn(x0)| < ε
3 .

Òàê êàê âñå ôóíêöèè uk(x) íåïðåðûâíû â îáëàñòè D, òî ÷àñòè÷íàÿ
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ñóììà Sn(x) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D (â ÷àñòíîñòè, Sn(x0) íåïðåðûâíà).

Ïîýòîìó äëÿ âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ ε ∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî ∀|x − x0| < δ

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |S(x)− S(x0)| < ε
3 . (∗ ∗ ∗)

Èç ôîðìóë (∗), (∗∗), (∗ ∗ ∗) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèþ |x− x0| < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |S(x)− S(x0)| < ε,

÷òî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè S(x) â òî÷êå x0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ S(x)

íåïðåðûâíà â îáëàñòè D.

Òåîðåìà 9.3. (Îá àíàëèòè÷íîñòè ñóììû ðÿäà). Åñëè âñå ÷ëåíû ðÿ-

äà
∞∑

n=1
un(z) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â îáëàñòè D ôóíêöèÿìè è ðÿä

ñõîäèòñÿ â D ðàâíîìåðíî, òî ñóììà ðÿäà
∞∑

n=1
un(x) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè-

÷åñêîé â D ôóíêöèåé.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöè-

îíàëüíûõ ðÿäîâ.

Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a; b] ê ôóíêöèè S(x), òî åñòü

∞∑
n=1

un(x) = S(x) ∀x ∈ [a; b], âñå ôóíêöèè un(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå

[a; b], òî åñòü ñóùåñòâóþò
b∫
a

un(x)dx. Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

b∫
a

S(x)dx =

b∫
a

( ∞∑
n=1

un(x)

)
dx =

∞∑
n=1

b∫
a

un(x)dx, (9.1)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà [a; b].

Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
un(z) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D ê ôóíêöèè S(z), òî åñòü

∞∑
n=1

un(z) = S(z) ∀z ∈ D, âñå ôóíêöèè un(z) èíòåãðèðóåìû C, òî åñòü
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ñóùåñòâóþò
∫
C

un(z)dz. Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∫
C

S(z)dz =

∫
C

( ∞∑
n=1

un(z)

)
dz =

∞∑
n=1

∫
C

un(z)dz, (9.2)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
un(z) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà C.

Òåîðåìà 9.4. (Î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè äåéñòâèòåëüíûõ ðÿ-

äîâ). Åñëè ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a; b] ðàâíîìåðíî è âñå

ôóíêöèè un(x) íåïðåðûâíû íà [a; b], òî ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ìîæíî ïî÷ëåííî

èíòåãðèðîâàòü íà [a; b].

Òåîðåìà 9.5. (Î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè êîìïëåêñíûõ ðÿ-

äîâ). Åñëè ðÿä
∞∑

n=1
un(z) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D ðàâíîìåðíî è âñå ôóíê-

öèè un(z) íåïðåðûâíû íà êðèâîé C, ëåæàùåé â D, òî ðÿä
∞∑

n=1
un(z)

ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü âäîëü C.

Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a; b] ê ôóíêöèè S(x), òî åñòü

∞∑
n=1

un(x) = S(x) ∀x ∈ [a; b], âñå ôóíêöèè un(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà

îòðåçêå [a; b], òî åñòü ñóùåñòâóþò u′n(x). Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S ′(x) =

( ∞∑
n=1

un(x)

)′
=

∞∑
n=1

u′n(x), (9.3)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íà îò-

ðåçêå [a; b].

Ïóñòü ðÿä
∞∑

n=1
un(z) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D ê ôóíêöèè S(z), òî åñòü

∞∑
n=1

un(z) = S(z) ∀z ∈ D, âñå ôóíêöèè un(z) äèôôåðåíöèðóåìû â îáëàñòè
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D, òî åñòü ñóùåñòâóþò u′n(z). Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S ′(z) =

( ∞∑
n=1

un(z)

)′
=

∞∑
n=1

u′n(z), (9.4)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
un(z) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â îá-

ëàñòè D.

Òåîðåìà 9.6. (Î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè äåéñòâèòåëü-

íûõ ðÿäîâ). Åñëè ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a; b], ïðè÷åì

1) un(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà [a; b];

2) u′n(x) íåïðåðûâíû íà [a; b];

3)
∞∑

n=1
u′n(x) ñõîäèòñÿ íà [a; b] ðàâíîìåðíî.

Òîãäà ðÿä
∞∑

n=1
un(x) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â ëþáîé òî÷êå

îòðåçêà [a; b].

Òåîðåìà 9.7. (Î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè êîìïëåêñíûõ

ðÿäîâ). Åñëè ÷ëåíû ðÿäà
∞∑

n=1
un(z) àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè D ôóíê-

öèè è ðÿä ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè S(z), òî ðÿä
∞∑

n=1
un(z) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â îáëàñòè D ëþáîå ÷èñëî

ðàç.

S(m)(z) =

( ∞∑
n=1

un(z)

)(m)

=
∞∑

n=1

u(m)
n (z) (9.5)

Ïðèìåð 9.1. Ìîæíî ëè ðÿä
∞∑

n=1

sin nx
3
√

n7
ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íà

íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé?

Ðåøåíèå . Âñå ôóíêöèè un(x) = sin nx
3
√

n7
äèôôåðåíöèðóåìû íà R è

u′n(x) = cos nx
3
√

n4
. Òàê êàê

∣∣∣∣cos nx
3
√

n4

∣∣∣∣ 6 1
n4/3 äëÿ âñåõ x ∈ R è ðÿä

∞∑
n=1

1
n4/3

ñõîäèòñÿ, òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ðÿä cos nx
3
√

n4
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
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íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïî òåîðåìå 9.6 ðÿä
∞∑

n=1

sin nx
3
√

n7
ìîæíî ïî÷ëåííî

äèôôåðåíöèðîâàòü íà R.

Ïðèìåð 9.2. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
∞∑

n=1
x2e−nx, îïðåäåëåíà è

íåïðåðûâíà ïðè x > 0. Âû÷èñëèòå
1∫
0

f(x)dx.

Ðåøåíèå . Âñå ôóíêöèè un(x) = x2e−nx íåïðåðûâíû è ðÿä
∞∑

n=1
x2e−nx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè x > 0 (ïðèìåð 8.5). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑

n=1
x2e−nx ïðè x > 0 íåïðåðûâíà (òåîðåìà 9.2). Ïî òåîðåìå ðÿä

ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà îòðåçêå [0; 1]. Âûïîëíèì èíòåãðèðî-

âàíèå.
1∫
0

f(x)dx =
1∫
0

( ∞∑
n=1

x2e−nx

)
dx =

∞∑
n=1

1∫
0

x2e−nxdx =

= −
∞∑

n=1

(
x2

n + 2x
n2 + 2

n3

)
e−nx

∣∣∣∣1
0

= −
∞∑

n=1

(
1
n + 2

n2 + 2
n3

)
e−n +

∞∑
n=1

2
n3 .

�10. Ïîíÿòèå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè

ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ðàññìîòðèì ðÿäû, ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûå ôóíêöèè

(x− a)n.
∞∑

n=0

an(x− a)n (10.1)

èëè ∞∑
n=0

anx
n (10.2)

Òàêèå ðÿäû íàçûâàþò ñòåïåííûìè. Òàê êàê ïîäñòàíîâêîé x−a = y ðÿä

(10.1) ñâîäèòñÿ ê ðÿäó (10.2), òî âñå ðàññóæäåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ

ðÿäà (10.2).

Âñå ÷ëåíû ñòåïåííîãî ðÿäà ðÿäà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è äèôôå-

ðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä (10.2) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = 0. Äîêàæåì òåîðåìó îá

ñòðîåíèè îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 10.1. (Àáåëÿ).

1) Åñëè ðÿä
∞∑

n=0
anx

n ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 6= 0, òî äëÿ âñåõ x, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x| < |x0| ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðèòîì àáñîëþòíî.

2) Åñëè ðÿä
∞∑

n=0
anx

n ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x1, òî îí ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ

x òàêèõ, ÷òî |x| > |x1|.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê ðÿä
∞∑

n=0
anx

n (10.2) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 6= 0,

òî ïðè n → ∞ ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè (òåîðåìà 2.1)

anx
n
0 → 0 ( lim

n→∞
anx

n
0 = 0). Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü anx
n
0 îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî

|anx
n
0 | 6 M (∀n ∈ N). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå x òàêîå, ÷òî |x| < |x0|.

Îáîçíà÷èì
∣∣∣ xx0

∣∣∣ = q. Òîãäà 0 < q < 1. Èìååì |anx
n| =

∣∣∣∣anx
n
0
xn

xn
0

∣∣∣∣ =

|anx
n
0 | ·
∣∣∣ xx0

∣∣∣ 6 Mqn. Ðÿä
∞∑

n=0
Mqn ñõîäèòñÿ êàê áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðÿä
∞∑

n=0
anx

n ïðè

|x| < |x0| ñõîäèòñÿ è ïðèòîì àáñîëþòíî.

2) Ïóñòü ðÿä (10.2) â òî÷êå x1 ðàñõîäèòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî îí ðàñõîäèòñÿ

ïðè ëþáîì |x| > |x1|. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå x2 òàêîé, ÷òî |x2| > |x1| ðÿä (10.2) ñõîäèòñÿ.

Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ â òî÷êå x1. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (10.2) â òî÷êå x2 ðàñõîäèòñÿ.

Äëÿ ðÿäà
∞∑

n=0
anx

n ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ òðè âîçìîæíîñòè:

1) ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè x = 0;

2) ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x ∈ R;
3) ïðè íåêîòîðûõ x ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè íåêîòîðûõ x ðàñõîäèòñÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 10.2. Åñëè ðÿä
∞∑

n=0
anx

n ñõîäèòñÿ íå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé,

íî íå òîëüêî â òî÷êå x = 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî R > 0, ÷òî

1) äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x| < R ðÿä ñõîäèòñÿ è ïðè-

òîì àáñîëþòíî;

2) äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî |x| > R ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî R = sup D, ãäå D �

ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîæåñòâî òî÷åê x, â êîòîðûõ ðÿä
∞∑

n=0
anx

n ñõîäèòñÿ, ýòî èíòåðâàë (−R; R). Ñõîäèìîñòü ðÿäà â òî÷êàõ ±R

èññëåäóåòñÿ îòäåëüíî. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=0
an(x − a)n óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ |x− a| < R, ýòî åñòü èíòåðâàë (a−R; a + R).

×èñëî R > 0, îïðåäåëåííîå â òåîðåìå 10.2 íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõî-

äèìîñòè ðÿäà. Åñëè ðÿä (10.2) ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òî

ñ÷èòàþò, ÷òî R = ∞. Åñëè ðÿä (10.2) ñõîäèòñÿ òîëüêî â òî÷êå x = 0, òî

ñ÷èòàþò, ÷òî R = 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ïðèìåíÿþò ïðè-

çíàêè Ä'Àëàìáåðà è Êîøè.

Äàí ðÿä
∞∑

n=0
anx

n, ïðè÷åì an 6= 0 (∀n ∈ N). Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíå÷-

íûé ïðåäåë lim
n→∞

∣∣∣an+1
an

∣∣∣ = d. Òîãäà lim
n→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anx
n

∣∣∣∣ = d|x|. Ïðèìåíèì ïðè-

çíàê Ä'Àëàìáåðà. Åñëè d|x| < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ; åñëè d|x| > 1, òî ðÿä

ðàñõîäèòñÿ. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè, èç íåðàâåíñòâà

d|x| < 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ . (10.3)

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíèâ ïðèçíàê Êîøè, ïîëó÷èì åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

. (10.4)
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Åñëè äàí êîìïëåêñíûé ðÿä
∞∑

n=0
an(z−a)n, òî äëÿ íåãî òàêæå ñïðàâåäëè-

âà òåîðåìà Àáåëÿ è, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ íå íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

íî íå òîëüêî â íóëå, òî ñóùåñòâóåò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà R, òàêîé ÷òî

ïðè |z− a| < R ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè |z− a| > R ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Îáëàñòü

ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà â êîìïëåêñíîé îáëàñòè � êðóã ðàäèóñà R ñ

öåíòðîì â òî÷êå a.

Ïðèìåð 10.1. Íàéäèòå ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=1

xn

n .

Ðåøåíèå . Âûïèøåì êîýôôèöèåíòû ÷ëåíîâ ðÿäà an = 1
n .

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå Ä'Àëàìáåðà

R = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

n + 1
n = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà |x| < 1 èëè x ∈ (−1; 1).

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.

Ïóñòü x = 1. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

1
n . Ïðèìåíèâ ôîðìóëó (4.5),

ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïóñòü x = −1. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

(−1)n

n . Ïðèìåíèâ ïðèçíàê

Ëåéáíèöà, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ [−1; 1).

Ïðèìåð 10.2. Íàéäèòå ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=0
(−1)n (x− 2)n

3n(n + 1)(n + 3)
.

Ðåøåíèå . Âûïèøåì êîýôôèöèåíòû ÷ëåíîâ ðÿäà an = 1
3n(n + 1)(n + 3)

.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå Êîøè

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

n
√

3n(n + 1)(n + 3) = lim
n→∞

3 n
√

(n + 1)(n + 3) = 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà |x − 2| < 3 èëè x ∈ (−1; 5).

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.

Ïóñòü x = −1. Ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

3n

3n(n + 1)(n + 3)
=

=
∞∑

n=1

1
(n + 1)(n + 3)

. Ýòîò ðÿä ýêâèâàëåíòåí ðÿäó
∞∑

n=1

1
n2 , êîòîðûé ñõî-
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äèòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.5).

Ïóñòü x = 5. Ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

(−3)n

3n(n + 1)(n + 3)
=

∞∑
n=1

(−1)n

n(n + 1)
.

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ [−1; 5].

Ïðèìåð 10.3. Íàéäèòå ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

n=0

x2n

4n+3(2n + 1)
.

Ðåøåíèå . Òàê êàê ðÿä ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé, òî

âñå êîýôôèöèåíòû èìåþò ÷åòíûå íîìåðà. Âûïèøåì ýòè êîýôôèöèåíòû:

a2n = 1
4n+3(2n + 1)

.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå Êîøè

R = lim
n→∞

1
2n
√
|a2n|

= lim
n→∞

= 2n
√

4n+3(2n + 1) = 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà x ∈ (−2; 2). Èññëåäóåì ñõî-

äèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.

Ïðè x = ±2 ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=1

22n

(2n + 1) · 4n+3 = 1
64(2n + 1)

. Ñî-

ãëàñíî ôîðìóëå (4.5) îí ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ (−2; 2).

Çàäàíèå 10.1. Íàéäèòå ðàäèóñû è èíòåðâàëû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

à)
∞∑

n=0

(x− 1)n

3n+1(3n + 1)
; á)

∞∑
n=0

(x + 3)n√
n4 + 1

; â)
∞∑

n=0

(3n + 4)xn

(2n + 1)!
.

Çàäàíèå 10.2. Íàéäèòå ðàäèóñû è èíòåðâàëû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

à)
∞∑

n=0

(−1)n(x + 5)2n

9n+3(4n− 3)
; á)

∞∑
n=0

(2n− 1)!!xn

(2n)!!
; â)

∞∑
n=0

(x− 3)n

4nn(n + 1)
.

�11. Ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Òàê êàê ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèîíàëüíîãî

ðÿäà, òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ôóíêöèîíàëüíûõ

ðÿäîâ.

Òåîðåìà 11.1. Ñòåïåííîé ðÿä
∞∑

n=0
anx

n, ðàäèóñ êîòîðîãî R > 0, ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå [−r; r] ⊂ (−R; R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r < R � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïî òåîðåìå Àáå-

ëÿ (òåîðåìà 10.1) ñòåïåííîé ðÿä
∞∑

n=0
anr

n ñõîäèòñÿ è ïðèòîì àáñîëþòíî,

òî åñòü ïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑

n=0
|anr

n| =
∞∑

n=0
|an|rn ñõîäèòñÿ. Ïî ïðèçíà-

êó Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 8.1) íà îòðåçêå [−r; r] ðÿä
∞∑

n=0
anx

n ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî, òàê êàê |anx
n| 6 |an|rn.

Òåîðåìà 11.2. Â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà �

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 11.3. Ñòåïåííîé ðÿä
∞∑

n=0
anx

n ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðî-

âàòü ïî ëþáîìó îòðåçêó [a; b], ëåæàùåìó â èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè.

b∫
a

( ∞∑
n=0

anx
n

)
dx =

∞∑
n=0

an
bn+1 − an+1

n + 1
. (11.1)

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîìåæóòêó ñ

ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì, íàïðèìåð, [0; x] (|x| < R). Òàêîé èíòå-

ãðàë äàåò îäíó èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ñóììû ðÿäà
x∫

0

S(x)dx =
∞∑

n=0

an
xn+1

n + 1
, (11.2)

ãäå S(x) =
∞∑

n=0
anx

n.

Òåîðåìà 11.4. Ñòåïåííîé ðÿä
∞∑

n=0
anx

n ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöè-

ðîâàòü â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

( ∞∑
n=0

anx
n

)′
=

∞∑
n=0

nanx
n+1. (11.2)

Òåîðåìà 11.5. Ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ ïî÷ëåí-

íûì èíòåãðèðîâàíèåì èëè ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íåêîòîðîãî

ñòåïåííîãî ðÿäà, ñîâïàäàþò ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè èñõîäíîãî ðÿäà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàí ðÿä
∞∑

n=0
anx

n. Âû÷èñëèì åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî

ôîðìóëå Êîøè R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì çàäàííûé ðÿä
∞∑

n=1
nanx

n−1 =
∞∑

n=0
(n + 1)an+1x

n è

íàéäåì åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè:

R1 = lim
n→∞

1
n
√

(n + 1)|an+1|
= lim

n→∞
1

n
√

n + 1 n
√
|an+1|

= lim
n→∞

1
n
√
|an+1|

= R.

Èññëåäîâàíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, ïîëó÷åííîãî èíòå-

ãðèðîâàíèåì çàäàííîãî ðÿäà, ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð 11.1. Íàéäèòå ðàäèóñ, èíòåðâàë ñõîäèìîñòè è ñóììó ðÿäà
∞∑

n=1

xn+1

n(n + 1)
.

Ðåøåíèå . Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå Ä'Àëàìáåðà

R = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

(n + 1)(n + 2)
n(n + 1)

= 1.

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà |x| < 1 èëè x ∈ (−1; 1).

Ïóñòü S(x) =
∞∑

n=1

xn+1

n(n + 1)
� ñóììà ðÿäà. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðÿä

äâà ðàçà.

S ′(x) =
∞∑

n=1

(n + 1)xn

n(n + 1)
=

∞∑
n=1

xn

n ,

S ′′(x) =
∞∑

n=1

nxn−1

n =
∞∑

n=1
xn−1 = 1 + x + x2 + x3 + . . . + xn + . . . .

Ïîëó÷èëè ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíà-

ìåíàòåëåì q = x (|q| < 1). Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâà-

þùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷èëè, ÷òî S ′′(x) = 1
1− x .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñàìîé ñóììû äâàæäû ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðóåì ïî-

ëó÷åííîå âûðàæåíèå

S ′(x) =
x∫
0

dx
1− x = −

x∫
0

d(1− x)
1− x = − ln(1− x)|x0 = − ln(1− x),

S(x) = −
x∫
0

ln(1− x)dx = (1− x) ln(1− x)|x0 +
x∫
0

x− 1
1− xdx =

= (1− x) ln(1− x) + x|x0 = (1− x) ln(1− x) + x (ïðèìåíèëè ìåòîä èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì: u = ln(1− x), dv = dx, u = − dx
1− x , v = x− 1).

Èñêîìàÿ ñóììà ðÿäà S(x) = (1− x) ln(1− x) + x.
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Ïðèìåð 11.2. Íàéäèòå ðàäèóñ, èíòåðâàë ñõîäèìîñòè è ñóììó ðÿäà
∞∑

n=1
nxn.

Ðåøåíèå . Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå Êîøè

R = lim
n→∞

1
n
√

an
= lim

n→∞
1

n
√

n
= 1.

Oáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà |x| < 1 èëè x ∈ (−1; 1).

Ïóñòü S(x) =
∞∑

n=1
nxn � ñóììà ðÿäà.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä
S(x)

x =
∞∑

n=1
nxn−1. Îáîçíà÷èì åãî

ñóììó ÷åðåç S1(x).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñóììû ðÿäà ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå

âûðàæåíèå
x∫
0

S1(x)dx =
x∫
0

( ∞∑
n=1

nxn−1
)

dx =
∞∑

n=1

x∫
0

nxn−1dx =
∞∑

n=1

nxn

n =
∞∑

n=1
xn =

= x + x2 + x3 + . . . + xn + . . . = x
1− x (ïðèìåíèëè ôîðìóëó ñóììû

áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 =

x è çíàìåíàòåëåì q = x (|q| < 1)).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñóììû âñïîìîãàòåëüíîãî ðÿäà âû÷èñëèì ïðîèçâîä-

íóþ S ′1(x) =
(

x
1− x

)′
= 1

(1− x)2 .

Òîãäà ñóììà èñõîäíîãî ðÿäà S(x) = xS1(x) = x
(1− x)2 .

Ïðèìåð 11.3. Íàéäèòå ñóììó ðÿäà
∞∑

n=0

(−1)n

3n + 1 .

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì ñóììó ðÿäà S =
∞∑

n=0

(−1)n

3n + 1 .

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ñòåïåííîé ðÿä
∞∑

n=0
(−1)n x3n+1

3n + 1 .

Îáîçíà÷èì ñóììó ýòîãî ðÿäà S(x) =
∞∑

n=0
(−1)n x3n+1

3n + 1 . Òîãäà ñóììà ÷èñ-

ëîâîãî ðÿäà S = lim
x→1−0

S(x).

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå Ä'Àëàìáåðà

R = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

3n + 4
3n + 1 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà |x| < 1 èëè x ∈ (−1; 1).

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.
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Ïóñòü x = −1. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=0

−1
3n + 1 . Ýòîò ðÿä ðàñõî-

äèòñÿ.

Ïóñòü x = 1. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=0

(−1)n

3n + 1 . Ïðèìåíèâ ïðèçíàê

Ëåéáíèöà, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ (−1; 1].

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðÿä è íàéäåì åãî ñóììó

S ′(x) =
∞∑

n=0
(−1)nx3n = 1

1 + x3 (ïðèìåíèëè ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íî

óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíàìå-

íàòåëåì q = −x3).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñàìîé ñóììû ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå

âûðàæåíèå

S(x) =
∫ dx

1 + x3 =
∫ ( 1

3(x + 1)
− 2x− 1

6(x2 − x + 1)
+

1/2
x2 − x + 1

)
dx =

= 1
6 ln

(x + 1)2

x2 − x + 1
+ 1√

3
arctg 2x− 1√

3
+ C.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíñòàíòû âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìîæíî íåïîñðåä-

ñòâåííî ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèå ñóììû ïðè x = 0:

S(0) =
∞∑

n=0
(−1)n 0

3n + 1 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû S(0) = 1
6 ln 1

1 + 1√
3

arctg −1√
3

+ C = C − π
6
√

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, C = π
6
√

3
.

Îêîí÷àòåëüíîå çíà÷åíèå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà

S(x) = 1
6 ln

(x + 1)2

x2 − x + 1
+ 1√

3
arctg 2x− 1√

3
+ π

6
√

3
.

Òåïåðü âû÷èñëèì ñóììó çàäàííîãî â óñëîâèè çàäà÷è ÷èñëîâîãî ðÿäà

S = S(1) = 1
6 ln 4 + 1√

3
arctg π

6 + π
6
√

3
= 1

6 ln 4 + π
3
√

3
.

Ïðèìåð 11.4. Íàéäèòå ñóììó ðÿäà
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1 .

Ðåøåíèå . Îáîçíà÷èì ñóììó ðÿäà S =
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1 .

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ñòåïåííîé ðÿä
∞∑

n=0
(−1)n x2n+1

2n + 1 .
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Îáîçíà÷èì ñóììó ýòîãî ðÿäà S(x) =
∞∑

n=0
(−1)n x2n+1

2n + 1 . Òîãäà ñóììà ÷èñ-

ëîâîãî ðÿäà S = lim
x→1−0

S(x).

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå Ä'Àëàìáåðà

R = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = lim
n→∞

2n + 3
2n + 1 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà |x| < 1 èëè x ∈ (−1; 1).

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà.

Ïóñòü x = ±1. Òîãäà ðÿä ïðèíèìàåò âèä
∞∑

n=0

(−1)n+1

2n + 1 . Ïðèìåíèâ ïðè-

çíàê Ëåéáíèöà, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ [−1; 1].

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðÿä è íàéäåì åãî ñóììó

S ′(x) =
∞∑

n=0
(−1)nx2n = 1

1 + x2 (ïðèìåíèëè ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íî

óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíàìå-

íàòåëåì q = −x2).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñàìîé ñóììû ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå

âûðàæåíèå S(x) =
x∫
0

dx
1 + x2 = arctg x|x0 = arctg x.

Âû÷èñëèì ñóììó çàäàííîãî â óñëîâèè çàäà÷è ÷èñëîâîãî ðÿäà

S = S(1) = arctg 1 = π
4 .

Çàäàíèå 11.1. Íàéäèòå ñóììó ðÿäà
∞∑

n=1

(−1)n

2n + 1 . Ïîêàæèòå, ÷òî

S(x) = x− arctg x è S = 1− π
4 .

Çàäàíèå 11.2. Íàéäèòå ñóììû ðÿäîâ

a)
∞∑

n=1

(−1)n+1(x− 1)n

n ; á)
∞∑

n=1

(−1)n+1xn+1

n(n + 1)
; â)

∞∑
n=1

xn+1

n(n + 1)
.

Çàäàíèå 11.3. Íàéäèòå ñóììû ðÿäîâ

a)
∞∑

n=0
(2n + 1)x2n; á)

∞∑
n=1

(2n + 1)x2n; â)
∞∑

n=0
(2n + 1)(2n + 2)x2n.

Çàäàíèå 11.4. Íàéäèòå ñóììû ðÿäîâ

a)
∞∑

n=1

(−1)n+1x3n−1

3n ; á)
∞∑

n=0
(2n + 1)x2n+1; â)

∞∑
n=0

(2n + 1)2x2n.
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Çàäàíèå 11.5. Íàéäèòå ñóììû ðÿäîâ

a)
∞∑

n=1

x2n

3n ; á)
∞∑

n=0
(−1)n+1(n + 1)2xn; â)

∞∑
n=1

(2n + 1)2x2n.

Çàäàíèå 11.6. Íàéäèòå ñóììû ðÿäîâ

a)
∞∑

n=1

xn+1

3n · n ; á)
∞∑

n=1

(−1)n+1

n · 3n ; â)
∞∑

n=1

(−1)n+1

(2n + 1) · 2n .

�12. Ðÿä Òåéëîðà.

Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòåïåííîãî ðÿäà â íåêîòîðîé îáëàñòè,

òî ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîé îáëàñòè ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä, åñëè ýòî âîçìîæíî, îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 12.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå

â ñòåïåííîé ðÿä, òî ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Ïóñòü

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n = a0 + a1x + a2x

2 + . . . + anx
n + . . . (12.1)

è ðÿä ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå x ∈ (−r; r).

Ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü â ëþáîé òî÷êå èí-

òåðâàëà ñõîäèìîñòè ëþáîå ÷èñëî ðàç. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå

f ′(x) = a1 + 2a2x + 3a3x
2 + . . . + nanx

n−1 + . . .

f ′′(x) = 2a2 + 3 · 2a3x + 4 · 3a4x
2 + . . . + n(n− 1)anx

n−2 + . . .

f ′′′(x) = 3 · 2 · 1a4 + 4 · 3 · 2a5x + . . . + n(n− 1)(n− 2)anx
n−3 + . . .

. . . . . . . . . . . .

f (n)(x) = n(n− 1)(n− 1) · 2 · 1an + . . .

. . . . . . . . . . . .

Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0 = 0 f ′(0) = a1,

f ′′(0) = 2a2, f ′′′(0) = 3 · 2a4, . . . , f
(n)(0) = n(n− 1)(n− 2) · 2an, . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

a1 = f ′(0), a2 =
f ′′(0)

2 , a3 =
f ′′′(0)

3!
, . . . an =

f (n)(0)
n!

, . . .
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ðÿä (12.1), ïîëó÷à-

åì ðÿä

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn. (12.2)

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïîäñ÷èòàòü ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0 è ðàñêëàäûâàòü

ôóíêöèþ ïî ñòåïåíÿì x− x0, òî ïîëó÷àåì ðÿä

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n. (12.3)

Ðÿä (12.3) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x). Ðÿä (12.2),

÷àñòíûé ñëó÷àé ðÿäà (12.3) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ìàê-Ëîðåíà, äëÿ ôóíê-

öèè f(x).

Âîçíèêàþò âîïðîñû: êàêèå ôóíêöèè ðàçëîæèìû â ðÿä Òåéëîðà, ñõî-

äèòñÿ ëè ðÿä, è, åñëè ñõîäèòñÿ, òî êàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ñóììîé?

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû äàþò òåîðåìû.

Òåîðåìà 12.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðî-

ìåæóòêå (x0− r; x0 + r), òî íà ýòîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ f(x) ïðåä-

ñòàâèìà â âèäå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x− x0)
n.

Òåîðåìà 12.3. Ëþáîé ñõîäÿùèéñÿ â ïðîìåæóòêå (x0 − r; x0 + r) ê

ôóíêöèè f(x) ðÿä f(x) =
∞∑

n=0
an(x − x0)

n ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ

ñâîåé ñóììû.

�13. Ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ðÿä Òåéëîðà.

I. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. f(x) = ex. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïðîèç-

âîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå f (n)(x) = ex.

Ïðè x = 0 èìååì an =
f (n)(0)

n!
= e0

n!
= 1

n!
. Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýòîé ôóíêöèè

èìååò âèä

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . (13.1)
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Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = ∞, ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

II. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

a) f(x) = sin x. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, êîòî-

ðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå f (n)(x) = sin
(
x + πn

2

)
. Ïðè x = 0 èìååì

f (n)(0) = sin πn
2 . Òîãäà ïðè n = 2k � a2k = 0, à ïðè n = 2k + 1 �

a2k+1 = 1
(2k + 1)!

. Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
= x−x3

3!
+

x5

5!
−. . .+(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+. . . (13.2)

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = ∞, ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

b) f(x) = cos x. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, êî-

òîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå f (n)(x) = cos
(
x + πn

2

)
Ïðè x = 0

f (n)(0) = cos πn
2 . Òîãäà ïðè n = 2k + 1 � a2k+1 = 0, à ïðè n = 2k �

a2k = 1
(2k)!

. Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
= 1− x2 +

x4

4!
− . . . + (−1)n x2n

(2n)!
+ . . . (13.3)

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = ∞, ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

III. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ln(1 + x). Ýòà ôóíêöèÿ

èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

f (n)(x) = (−1)n+1 (n− 1)!
(1 + x)n . Ïðè x = 0 èìååì f (n)(0) = (−1)n+1(n − 1)! è

an =
(−1)n+1

n . Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä

ln(1 + x) =
∞∑

n=0

(−1)n

n
xn = x− x2

2
+

x3

3
− . . . + (−1)n+1x

n

n
+ . . . (13.4)

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ (−1; 1].

IV. Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ïðî-

ãðåññèÿ ñõîäèòñÿ ïðè |q| < 1 è åå ñóììà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

b1(1 + q + q2 + q3 + . . . + qn + . . .) =
b1

1− q
. (13.5)
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V. Ñòåïåííûå ôóíêöèè f(x) = (1+x)α. Ýòè ôóíêöèè èìåþò ïðîèç-

âîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

f (n)(x) = α(α−1) . . . (α−n+1)(1+x)α−n. Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ýòèõ ôóíêöèé

èìååò âèä

(1 + x)α = 1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)

n!
xn. (13.6)

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ (−1; 1).

Ðàññìîòðèì äâà íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.

Äëÿ α = 1
2 ðÿä Òåéëîðà èìååò âèä

√
1 + x = 1 +

x

2
+

∞∑
n=2

(−1)n (2n− 3)!!

(2n)!!
xn. (13.7)

Äëÿ α = −1
2 ðÿä Òåéëîðà èìååò âèä

1√
1 + x

= 1 +
∞∑

n=1

(−1)n (2n− 1)!!

(2n)!!
xn. (13.8)

VI. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïðè íàõîæäåíèè ðàçëîæåíèÿ ýòèõ

ôóíêöèé â ðÿä Òåéëîðà èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïî-

êàçàòåëüíûõ ôóíêöèé ex è e−x.

a) f(x) = sh x.

sh x =
∞∑

n=0

x2n+1

(2n + 1)!
= x +

x3

3!
+

x5

5!
+ . . . +

x2n+1

(2n + 1)!
+ . . . (13.9)

b) f(x) = ch x.

ch x =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
= 1 + x2 +

x4

4!
+ . . . +

x2n

(2n)!
+ . . . (13.10)

Ðÿäû (13.9) è (13.10) ñõîäÿòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (R = ∞).

VII. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.

Åñëè f(x) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà, ïðè-

÷åì ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ êîíå÷íî è íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè ìíî-

ãî÷ëåíà.
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Åñëè f(x) = 1
1− x , òî îíà ïðåäñòàâèìà êàê ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþ-

ùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q = x ïðè |q| < 1.

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn = 1 + x + x2 + . . . + xn + . . . (13.11)

Åñëè f(x) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî ñíà÷àëà ïðåäñòàâëÿåì

åå â âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé, à çàòåì ê êàæäîé äðîáè ïðèìåíèì

ôîðìóëó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èëè åå ïðî-

èçâîäíîé.

�14. Ôîðìóëà Òåéëîðà.

Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ íåâîçìîæíî ïîäñ÷èòàòü áåñêîíå÷íóþ

ñóììó. Ïîýòîìó â ðÿäå Òåéëîðà áåðóò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ,

òî åñòü ðàññìàòðèâàþò êîíå÷íóþ ñóììó (÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà).

Ïóñòü f(x)� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé, èìåþùàÿ íåïðå-

ðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî n + 1-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà ìîæíî

çàïèñàòü

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . . +

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + rn(x).
(14.1)

èëè â êðàòêîé ôîðìå

f(x) =
n∑

n=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + rn(x). (14.1′)

Ðàâåíñòâî (14.1) íàçûâàþò ôîðìóëîé Òåéëîðà, rn(x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí

ôîðìóëû Òåéëîðà.

Ôîðìóëà Òåéëîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Òåéëîðà,

à îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà ñîâïàäàåò ñ îñòàòêîì ðÿäà.

Îöåíèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà. Ýòà îöåíêà ìîæåò îñó-

ùåñòâëÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿ-

þòñÿ ñëåäóþùèå:
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Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà

rn(x) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1, (14.2)

ãäå c ∈ (x0; x);

îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè

rn(x) =
f (n+1)(x0 + Θ(x− x0)) · (1−Θ)n

n!
(x− x0)

n+1, (14.3)

ãäå 0 < Θ < 1;

îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ïåàíî

rn(x) = o((x− x0)
n), (14.4)

(îñòàòîê � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîðÿäêà ìàëîñòè áîëüøå ÷åì n).

Åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, x2, . . . , xm) ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, òî

ðÿä Òåéëîðà äëÿ íåå èìååò âèä

f(x) = f(x0) + df(x0) +
1

2!
d 2f(x0) + . . . +

1

n!
dnf(x0) + rn(x), (14.5)

ãäå x0 = (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m), d kf(x0) =

(
k∑

i=1

∂
∂xi

dxi

)k

f(x0) � äèôôåðåíöè-

àë ïîðÿäêà k.

�15. Ïðèëîæåíèÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

I. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé â âèäå ñóììû ðÿäà.

Ïðèìåð 15.1. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = e−x2

â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòå-

ïåíÿì x.

Ðåøåíèå . Â ôîðìóëå (13.1) çàìåíèì x íà −x2. Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

e−x2

=
∞∑

n=0

(−x2)n

n!
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n

n!
. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà

R = ∞ è ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ïðèìåð 15.2. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = arctg x â ðÿä Òåéëîðà ïî

ñòåïåíÿì x.
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Ðåøåíèå . Ôóíêöèÿ f(x) = arctg x íå èìååò ñòàíäàðòíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Âû÷èñëèì åå ïðîèçâîäíóþ f ′(x) = 1
x2 + 1

. Ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíàìåíàòåëåì q =

−x2. Èìååì 1
x2 + 1

= 1 − x2 + x4 − . . . + (−1)nx2n + . . . =
∞∑

n=0
(−1)nx2n.

×òîáû íàéòè ðàçëîæåíèå â ðÿä çàäàííîé ôóíêöèè, âû÷èñëèì èíòåãðàë

f(x) =
x∫
0

( ∞∑
n=0

(−1)nx2n

)
dx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1 . Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

� x ∈ (−1; 1).

Ïðèìåð 15.3. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f(x) = 5− x
12− x− x2 .

Ðåøåíèå . Ïðåäñòàâèì äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé

f(x) = 5− x
12− x− x2 =

9/7
4 + x +

2/7
3− x .

Ïðèìåíÿÿì ôîðìóëó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè, ïðåäñòàâèì êàæäóþ èç äðîáåé â âèäå ðÿäà.

1
4 + x = 1

4 ·
1

1 +
x

4

= 1
4

(
1− x

4 + x2

42 − x3

43 + . . .

)
=

∞∑
n=0

(−1)n xn

4n+1 (ãåîìåò-

ðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíàìåíàòåëåì q = −x
4 ).

×òîáû ðÿä ñõîäèëñÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû
∣∣∣x4 ∣∣∣ < 1 èëè |x| < 4.

1
3− x = 1

3 ·
1

1− x

3

= 1
3

(
1 + x

3 + x2

32 + x3

33 + . . .

)
=

∞∑
n=0

xn

3n+1 (ãåîìåòðè÷å-

ñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì b1 = 1 è çíàìåíàòåëåì q = x
3 ). ×òîáû

ðÿä ñõîäèëñÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû
∣∣∣x3 ∣∣∣ < 1 èëè |x| < 3.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû, çàïèøåì ðàçëîæåíèå äëÿ äðîáè

f(x) = 9
7

∞∑
n=0

(−1)n · xn

4n+1 + 2
7

∞∑
n=0

xn

3n+1 =
∞∑

n=0

(
9 · (−1)n

7 · 4n+1 + 2
7 · 3n+1

)
xn.

Ðÿä ñõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå, â êîòîðîì ñõîäÿòñÿ îáà ñëàãàåìûõ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, x ∈ (−3; 3).

Ïðèìåð 15.4. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f(x) = x
(1− x)2 .

Ðåøåíèå . Ïðåäñòàâèì äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé

f(x) = x
(1− x)2 = −1

1− x + 1
(1− x)2 .

Ïåðâàÿ äðîáü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó áåcêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåò-
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ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 1
1− x =

∞∑
n=0

xn = 1 + x + x2 + x3 + . . . + xn + . . ..

Âòîðóþ äðîáü ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä, ïðèìåíèâ îïåðàöèþ ïî÷ëåííîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿäà 1
(1− x)2 =

(
1

1− x

)′
=

( ∞∑
n=0

xn

)′
=

∞∑
n=1

nxn−1 =

1 + 2x + 3x2 + . . . + (n + 1)xn + . . . =
∞∑

n=0
(n + 1)xn.

×òîáû ïîëó÷èòü èñêîìîå ðàçëîæåíèå íóæíî èç âòîðîãî ðàçëîæåíèÿ

âû÷åñòü ïåðâîå

f(x) = x
(1− x)2 =

∞∑
n=0

(n + 1)xn −
∞∑

n=0
xn =

∞∑
n=0

nxn.

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà x ∈ (−1; 1).

Ïðèìåð 15.5. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f(x) = 3x
x2 + x− 2

ïî

ñòåïåíÿì x + 1.

Ðåøåíèå . Ïðåäñòàâèì äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé

f(x) = 3x
x2 + x− 2

= 1
x− 1 + 2

x + 2 .

Â çíàìåíàòåëå êàæäîé äðîáè âûäåëèì ñëàãàåìûå x + 1 è ïðèìåíèì ê

êàæäîé äðîáè ôîðìóëó ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
1

x− 1 = 1
x + 1− 2 = −1

2
1

1− x + 1

2

= −1
2

∞∑
n=0

(
x + 1

2

)n

= −
∞∑

n=0

(x + 1)n

2n+1

(çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè q = x + 1
2 ). Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè

∣∣∣x + 1
2

∣∣∣ < 1 èëè

|x + 1| < 2.

1
x + 2 = 1

x + 1 + 1 =
∞∑

n=0
(−1)n(x+1)n (çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè q = −(x + 1)).

Ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |x + 1| < 1.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû, çàïèøåì ðàçëîæåíèå äëÿ äðîáè
3x

x2 + x− 2
= −

∞∑
n=0

(x + 1)n

2n+1 + 2
∞∑

n=0
(−1)n(x + 1)n =

=
∞∑

n=0

(
− 1

2n+1 + 2(−1)n
)

(x + 1)n.

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà x ∈ (−2; 0).

II. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé.

Ïðèìåð 15.6. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî
√

e ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3.
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Ðåøåíèå . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = ex. Â ôîðìóëå (13.1) ïîëîæèì

x = 1
2 è çàïèøåì ðàçëîæåíèå

√
e =

n∑
k=0

1
2k · k!

+ rn.

Îöåíèì îñòàòîê. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëà-

ãðàíæà rn < ec

(n + 1)!
, ãäå 0 < c < 0, 5.

Òàê êàê ec <
√

e <
√

3 < 2, òî rn < 1
2n+1 · (n + 1)!

< 1
1000 . Íåðàâåíñòâî

2n+1 · (n + 1)! > 1000 ñïðàâåäëèâî ïðè n > 4.

Èòàê,
√

e ≈ 1 + 1
2 + 1

4 · 2 + 1
8 · 6 + 1

16 · 24 ≈ 1, 648.

III. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð 15.7. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
x∫
0

sin x
x dx.

Ðåøåíèå . Èíòåãðàë
∫ x

0
sin x

x dx â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå áåðåòñÿ.

Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ðàçëîæèì ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ðÿä, ïðè-

ìåíèâ ôîðìóëó (13.2). Èìååì
x∫
0

sin x
x dx =

x∫
0

( ∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
· 1
x

)
dx =

∞∑
n=0

x∫
0
(−1)n x2n

(2n + 1)!
dx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)(2n + 1)!
.

Ïðèìåð 15.8. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
1∫
0

e−x2

dx ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3.

Ðåøåíèå . Ðàçëîæåíèå ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä ïîëó÷åíî â ïðè-

ìåðå 15.1. Òîãäà èìååì
1∫
0

e−x2

dx =
1∫
0

( ∞∑
n=0

(−1)nx2n

n!

)
dx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)n!

∣∣∣∣1
0

=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)n!
.

Îöåíèì îñòàòîê ðÿäà. Îñòàòîê çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà ïî ìîäó-

ëþ íå ïðåâîñõîäèò ìîäóëÿ ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ÷ëåíà, òî åñòü |rn| 6
1

(2n + 3)(n + 1)!
< 1

1000 . Íåðàâåíñòâî (2n+3)(n+1)! > 1000 ñïðàâåäëèâî

ïðè n > 4. Ñëåäîâàòåëüíî,
1∫
0

e−x2

dx ≈ 1
3 + 1

5 · 2 + 1
7 · 6 + 1

9 · 24 ≈ 0, 462.

Çàäàíèå 15.1. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè

à) f(x) = e−4x; á) f(x) =
ln(1 + x2)√

x
; â) f(x) =

√
1− x4.

48



Çàäàíèå 15.2. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè

à) f(x) = sin x2

2 ; á) f(x) = (x + 1) cos
√

x; â) f(x) = x√
1− 2x

.

Çàäàíèå 15.3. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ðàöèîíàëüíûå äðîáè ïî ñòåïå-

íÿì x− a

à) f(x) = x + 8
x2 − 2x− 8

, a = 0; á) f(x) = x + 8
x2 − 2x− 8

, a = −2;

â) f(x) = x + 8
x2 − 2x− 8

, a = 2; ã) f(x) = x + 8
x2 − 2x− 8

, a = −4.

Çàäàíèå 15.4. Ðàçëîæèòå â ðÿä Òåéëîðà ðàöèîíàëüíûå äðîáè ïî ñòåïå-

íÿì x− a

à) f(x) = x + 7
x2 − 6x + 5

, a = 3; á) f(x) = 3x− 5
x2 − x− 12

, a = 2;

â) f(x) = x + 8
x2 − 2x + 5

, a = 1; ã) f(x) = x + 8
x2 − 7x + 10

, a = 1.

Çàäàíèå 15.5. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû, ïðèìåíèâ ñòàíäàðòíîå ðàçëîæå-

íèåôóíêöèè â ðÿä

à)
x∫
0

sin x2

x dx; á)
x∫
0

ln(1− x2)
3
√

x
dx; â)

x∫
0

x3
√

1 + x/2 dx.

Çàäàíèå 15.6. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû, ïðèìåíèâ ñòàíäàðòíîå ðàçëîæå-

íèåôóíêöèè â ðÿä

à)
x∫
0

e2x − 1
x dx; á)

x∫
0

cos x2 − 1 + x4

x3 dx; â)
x∫
0

ln(1 + 2x2)− 2x2
√

x3
dx.

�16. Ðÿäû Ôóðüå.

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ðàññìàòðèâàëè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè

â ðÿä ïî áàçèñó, êîòîðûé ñîñòîèò èç ñòåïåíåé ïåðåìåííîé x. Îäíàêî, â

êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî áðàòü è äðóãèå ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé,

íàïðèìåð, ñèñòåìó òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

1, sin
πx

l
, cos

πx

l
, sin

2πx

l
, cos

2πx

l
, . . . , sin

πnx

l
, cos

πnx

l
, . . . , (16.1)

îïðåäåëåííûõ íà (−l; l) è åå ïîäñèñòåìû

sin
πx

l
, sin

2πx

l
, . . . , sin

πnx

l
, . . . , (16.2)
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1, cos
πx

l
, cos

2πx

l
, . . . , cos

πnx

l
, . . . . (16.3)

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå (−l; l), òî åé ìîæíî

ñîïîñòàâèòü ðÿä

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l
, (16.4)

ãäå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

a0 = 1
l

l∫
−l

f(x)dx

an = 1
l

l∫
−l

f(x) cos πnx
l

dx

bn = 1
l

l∫
−l

f(x) sin πnx
l

dx

(16.5)

Ðÿä (16.4) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå

(−l; l).

Åñëè l = π, òî ôîðìóëû (16.4) è (16.5) âûãëÿäÿò çíà÷èòåëüíî ïðîùå

a0 = 1
π

π∫
−π

f(x)dx

an = 1
π

π∫
−π

f(x) cos nx dx

bn = 1
π

π∫
−π

f(x) sin nx dx

(16.6)

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nx + bn sin nx (16.7)

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííîé íà ïðîìåæóòêå (a; b),

åñëè ýòîò ïðîìåæóòîê ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé, íà êàæ-

äîé èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííà. Êóñî÷íî-ìîíîòîííàÿ îãðàíè-

÷åííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà (ñêà÷êè).

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé íà ïðîìåæóò-

êå (a; b), åñëè ýòîò ïðîìåæóòîê ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷à-

ñòåé, íà êàæäîé èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà. Åñëè ïðè
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ýòîì ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà, òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâà-

åòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå.

Òåîðåìà 16.1. Åñëè f(x) êóñî÷íî-ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ íà (−l; l)

ôóíêöèÿ, òî åå ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóò-

êà, ïðè÷åì åãî ñóììà S(x) =
f(x− 0) + f(x + 0)

2

S(l) = S(−l) =
f(−l + 0) + f(l − 0)

2 .
(16.8)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x, òî S(x) = f(x).

Òåîðåìà 16.2. Ðÿä Ôóðüå äëÿ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé íà (−l; l) ôóíê-

öèè f(x) ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà è åãî ñóììà

íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (16.8).

Ïðèìåð 16.1. Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ f(x) =

{
0, −π < x < 0

x, 0 6 x < π
.

Ðåøåíèå . Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå äëÿ äàííîé ôóíêöèè

a0 = 1
π

π∫
−π

f(x)dx = 1
π

0∫
−π

0dx + 1
π

π∫
0

xdx = 1
π ·

x2

2

∣∣∣∣π
0

= π
2 ;

an = 1
π

π∫
−π

f(x) cos nx dx = 1
π

0∫
−π

0dx + 1
π

π∫
0

x cos nx dx =

= 1
π

(
x sin nx

n + cos nx
n2

)∣∣∣π
0

=
(−1)n − 1

πn2

 0, n = 2k

− 2
π(2k − 1)2 , n = 2k − 1

.

bn = 1
π

π∫
−π

f(x) sin nx dx = 1
π

0∫
−π

0dx + 1
π

π∫
0

x sin nx dx =

= 1
π

(
−x cos nx

n + sin nx
n2

)∣∣∣π
0

=
(−1)n+1

n .

Ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ïðèìåíèëè ïðàâèëî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

÷àñòÿì. Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåííèè an îáîçíà÷àëè u = x, dv = cos nxdx,

à ïðè âû÷èñëåííèè bn � u = x, dv = sin nxdx

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) = π
4 +

∞∑
k=1

− 2
π(2k − 1)2 cos(2k − 1)x +

∞∑
n=1

(−1)n+1

n sin nx.
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Òàê ïðè x ∈ (−π; π) ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òî S(x) = f(x) è S(−π) =

S(π) = π
2 .

�17. Ðÿäû Ôóðüå äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) � ÷åòíàÿ. Òîãäà ôóíêöèè f(x) cos nx � ÷åòíàÿ, à

ôóíêöèè f(x) sin nx � íå÷åòíàÿ. Ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà îò ÷åòíîé è

íå÷åòíîé ôóíêöèé ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó èìååì

a0 = 1
l

l∫
−l

f(x)dx = 2
l

l∫
0

f(x)dx

an = 1
l

l∫
−l

f(x) cos πnx
l

dx = 2
l

l∫
0

f(x) cos πnx
l

dx

bn = 1
l

l∫
−l

f(x) sin πnx
l

dx = 0

(17.1)

Ðÿä Ôóðüå äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè èìååò âèä

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
πnx

l
, (17.2)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) � íå÷åòíàÿ. Òîãäà ôóíêöèè f(x) cos nx � íå÷åò-

íàÿ, à ôóíêöèè f(x) sin nx � ÷åòíàÿ. Ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà îò ÷åòíîé

è íå÷åòíîé ôóíêöèé ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó èìååì

a0 = 1
l

l∫
−l

f(x)dx = 0

an = 1
l

l∫
−l

f(x) cos πnx
l

dx = 0

bn = 1
l

l∫
−l

f(x) sin πnx
l

dx = 2
l

l∫
0

f(x) sin πnx
l

dx

(17.3)

Ðÿä Ôóðüå äëÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè èìååò âèä

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l
, (17.4)
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