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Светлой памяти

Ельцовой Галины Анатольевны

посвящается
Введение


Пособие представляет собой краткий конспект лекций по интегральному исчислению и дифференциальным уравнениям для студентов первого курса втузов, является естественным продолжением пособий [1-3] и составляет единое целое с практикумом по этой же части курса [4]. Пособие состоит из пяти разделов. В первом – изучаются методы вычисления неопределённых интегралов. Во втором – рассмотрен определённый интеграл для функции одной переменной и его приложения. В третьем разделе рассматриваются кратные (двойные и тройные) интегралы. При изучении замены переменных в кратных интегралах используется аппарат векторного дифференциального исчисления [1, 3, 5], что формально упрощает изложение и делает его единым как для функций одной переменной, так и для функций многих переменных. В четвертом разделе с использованием векторного дифференциального исчисления изучаются криволинейные, поверхностные интегралы и элементы теории поля. В пятом рассматриваются дифференциальные уравнения, в частности, линейные дифференциальные уравнения, системы линейных дифференциальных уравнений, дифференциальные уравнения в частных производных первого порядка, теория устойчивости. Изложение тесно увязано с линейной алгеброй [1,2]. 


Весь материал разбит на блоки, содержащие небольшое число новых понятий. Материал достаточно полно иллюстрирован разнообразными примерами. После каждого блока помещены задания для самостоятельной работы с ответами, которые могут быть использованы студентами для проверки правильности усвоения материала или преподавателями для проведения практических занятий. По материалу пособия составлены три индивидуальных задания, названные контрольными работами, по 10 вариантов каждое. Их нумерация продолжает нумерацию контрольных работ из [1] или [2,3]. Контрольная работа № 7 составлена Г.А. Ельцовой. Эти задания можно использовать в качестве контрольных работ для студентов, обучающихся заочно. Для более глубокого изучения можно использовать пособия из списка литературы.


Авторы выражают искреннюю благодарность профессору Красноярского государственного технического университета И.И. Вайнштейну за ряд полезных замечаний, способствовавших улучшению книги.

1. Неопределенный интеграл

1.1. Определение и свойства

В дифференциальном исчислении по данной функции находилась её производная. В этом разделе будем заниматься задачей, обратной к задаче нахождения производной.


Определение. Функция 
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Нетрудно видеть, что функция 
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Аналогично доказывается, что 
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Докажем несколько свойств первообразных.


Теорема 1.1. Если 
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Доказательство. Действительно, 
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 Теорема доказана.


Теорема 1.2. Если 
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Доказательство. Докажем вначале, что если для 
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Из теорем 1.1 и 1.2 получается важный результат.

Теорема 1.3. Любые две первообразные одной и той же функции связаны соотношением 
[image: image44.wmf]
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Теорема 1.3 позволяет ввести нижеследующий объект.


Определение. Множество всех первообразных функции 
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Укажем несколько свойств неопределенного интеграла.
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Действительно, если 
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Доказывается аналогично.
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Вычисляя дифференциал правой части, получаем 
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Аналогично предыдущему, вычисляя дифференциал правой части, получаем 
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Заметим, что свойства 3 и 4 означают линейность операции интегрирования.
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Так как по свойству инвариантности формы первого дифференциала 
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Утверждение доказано. Это свойство лежит в основе нахождения интеграла с помощью замены переменной.

Используя свойства 1–5 и свойства дифференциалов, сводят вычисление интегралов к так называемым табличным интегралам. 

Таблица интегралов
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Формулы 5а, 6а, 16, 17 будут доказаны позднее. Остальные обратны табличным производным и могут быть легко получены.
1.2. Приемы нахождения неопределенных

             интегралов

Вычисление неопределённых интегралов производится сведением исходных интегралов к табличным с помощью эквивалентных преобразований с использованием свойств неопределённых интегралов. 

1.2.1. Подведение под знак дифференциала
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Пример. 
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С другой стороны, 
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Этот пример показывает, что у одной и той же функции может быть несколько разных первообразных, связанных между собой соотношением 
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Займёмся более подробно указанным приёмом. Вначале приведём таблицу дифференциалов в необходимой нам форме. 

      Таблица основных дифференциалов
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Остальное читатель в состоянии восстановить самостоятельно из таблицы производных. Более подробно с таблицей дифференциалов можно познакомиться в п.1.1. из [4].
Покажем теперь применение вышесказанного для некоторых интегралов с указанием табличных, к которым они сводятся.
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Знак модуля опущен в силу того, что 
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Для интеграла 
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. Таким образом, нами доказана формула 5а таблицы интегралов. Часть из приведённых выше примеров можно решить, используя эту формулу.
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Для интеграла 
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. Таким образом, нами доказана формула 6а таблицы интегралов. Часть из приведённых выше примеров можно решить, используя эту формулу.
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С помощью рассмотренного приёма вычисляются первые четыре интеграла в контрольной работе № 5.

С другими примерами, служащими для закрепления навыков нахождения интегралов с помощью подведения под знак дифференциала, можно ознакомиться в п. 1.2.1. из [4].
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1.2.2. Интегрирование по частям
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 Вычисляя интеграл от обеих частей последнего равенства с учетом того, что 
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называемое формулой интегрирования по частям. Понимают его в том смысле, что множество первообразных, стоящее в левой части, совпадает со множеством первообразных, получаемых по правой части.
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Пример 2. Вычислить 
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При использовании формулы интегрирования по частям нужно удачно выбрать 
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 Вряд ли интеграл 
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Если подынтегральная функция есть произведение полинома (многочлена) на экспоненту (
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Заметим, что иногда требуется применить формулу интегрирования по частям несколько раз, например, при вычислении интеграла 
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Интеграл 
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 предлагается найти самостоятельно. 

Приведём ещё несколько примеров на применение формулы интегрирования по частям.
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Пример 4. Вычислить
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Пример 5. Вычислить 
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Пример 6. Интеграл 
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Во втором случае 
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С помощью интегрирования по частям вычисляется пятый интеграл в контрольной работе № 5 (примеры 1–5). Шестой интеграл находится аналогично примеру 6.

Пример 7. Вычислить интеграл 
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Применив к интегралу в правой части формулу интегрирования по частям с 
[image: image283.wmf],

ax

e

U

=

 
[image: image284.wmf]dx

bx

dV

sin

=

, имеем

[image: image285.wmf]J

b

a

bx

e

b

a

bx

e

b

J

ax

ax

2

2

2

cos

sin

1

-

+

=

.
Разрешая последнее равенство относительно 
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Таким образом, нами доказана формула 16 из таблицы интегралов. Интеграл примера 7, равно как и интеграл 
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, называется циклическим. Циклические интегралы вычисляются по схеме примера 7. Предлагается вывести формулу для вычисления интеграла 
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 самостоятельно или ознакомиться с её получением, например, в [6].

Пример 8. С помощью формулы интегрирования по частям найдём 
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Из крайних частей последнего равенства, разрешая относительно 
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для вычисления интеграла 
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 и так далее. По приведённой схеме эти интегралы получены в таблицах интегралов [8] и в других учебниках.
Более подробно о вычислении интегралов с помощью формулы интегрирования по частям см. п.1.2.2 практикума [4].
Задание 1.2
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1.2.3. Простейшие преобразования

           подынтегрального выражения

Рассмотрим некоторые преобразования подынтегрального выражения, применение которых позволяет иногда достаточно легко найти интеграл.

Выделение целой части 

Суть приёма видна из примеров. 

Примеры
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Преобразование тригонометрического выражения
Наиболее часто применяется понижение степени с использованием формул
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преобразование произведения в сумму по формулам
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и некоторые другие.

Примеры.
1.
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Выделение полного квадрата

Иногда удаётся получить табличный интеграл, выделив в подынтегральной функции выражения вида 
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Выделение дифференциала
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1.2.4. Интегрирование рациональных дробей

Определение. Рациональной дробью или рациональной функцией называется отношение двух полиномов (многочленов), то есть выражение вида 
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а интеграл от полинома 
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Таким образом, мы получили целую часть дроби (частное от деления полинома 
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Простейшими рациональными дробями назовём дроби 
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Таким образом, осталось научиться раскладывать правильные рациональные дроби на сумму простейших. 


По основной теореме алгебры [6] любой полином может быть разложен на простейшие множители, то есть представлен в виде 
[image: image427.wmf]Õ

=

-

=

-

-

-

=

n

l

l

n

n

n

x

x

a

x

x

x

x

x

x

a

x

Q

1

2

1

)

(

)

(

)

)(

(

)

(

L

, где 
[image: image428.wmf]l

x

–действительные или комплексные корни полинома 
[image: image429.wmf])

(

x

Q

, повторенные столько раз, какова их кратность.

Пусть полином 
[image: image430.wmf])

(

x

Q

 имеет 
[image: image431.wmf]n

 различных корней 
[image: image432.wmf]n

x

x

x

,...,

,

2

1

. Тогда правильная рациональная дробь может быть представлена в виде 
[image: image433.wmf]n

n

x

x

A

x

x

A

x

x

A

x

Q

x

P

-

+

+

-

+

-

=

...

)

(

)

(

2

2

1

1

, где 
[image: image434.wmf]n

A

A

A

,...,

,

2

1

 – числа, подлежащие определению. Если 
[image: image435.wmf]i

x

 – корень кратности α, то ему в разложении на простейшие дроби соответствует α слагаемых 
[image: image436.wmf]a

a

)

(

...

)

(

2

2

1

i

i

i

x

x

A

x

x

A

x

x

A

-

+

+

-

+

-

. Если 
[image: image437.wmf]j

x

 – комплексный корень кратности 
[image: image438.wmf]a

полинома с действительными коэффициентами, то комплексно-сопряженное число 
[image: image439.wmf]j

x

 – тоже корень кратности 
[image: image440.wmf]a

 этого полинома. Чтобы не иметь дело с комплексными числами при интегрировании рациональных дробей, слагаемые в разложении правильной рациональной дроби, соответствующие парам комплексно-сопряженных корней, объединяют и записывают одним слагаемым вида 
[image: image441.wmf]q

px

x

N

Mx

+

+

+

2

, если 
[image: image442.wmf]j

j

x

x

,

 – корни кратности один. Если 
[image: image443.wmf]j

j

x

x

,

 – корни кратности 
[image: image444.wmf]a

, то им соответствует 
[image: image445.wmf]a

 слагаемых, и соответствующее разложение имеет вид 


[image: image446.wmf]a

a

a

)

(

...

)

(

2

2

2

2

2

2

1

1

q

px

x

N

x

M

q

px

x

N

x

M

q

px

x

N

x

M

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

.


Таким образом, интегрирование правильных рациональных дробей свелось к интегрированию простейших дробей, рассмотренных выше.

Одним из способов нахождения коэффициентов 
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 в разложении правильной рациональной дроби является следующий. Правую часть полученного разложения с неопределенными коэффициентами 
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 приводят к общему знаменателю. Так как знаменатели правой и левой частей равны, то должны быть равны и числители, которые являются полиномами. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
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 (так как полиномы равны, если равны коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image450.wmf]x

), получаем систему линейных уравнений для определения этих коэффициентов. Продемонстрируем изложенное на примерах.
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Корни знаменателя – 
[image: image452.wmf]2

1

-

=

x

 кратности 1 и
[image: image453.wmf]1

2

=

x

 кратности 2. Поэтому 
[image: image454.wmf]=

+

-

2

3

3

x

x
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, и подынтегральная функция может быть представлена в виде  
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Приводя к общему знаменателю, получаем 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image459.wmf]x

 в числителях правой и левой частей последнего соотношения, получаем 
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Решая эту систему, находим 
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Таким образом, 


[image: image462.wmf]ò

ò

ò

ò

=

-

+

-

+

+

=

+

-

+

-

2

3

2

)

1

(

3

1

1

9

2

2

9

7

2

3

1

x

dx

x

dx

x

dx

dx

x

x

x

x


[image: image463.wmf]C

x

x

x

+

-

-

-

+

+

=

)

1

(

3

1

1

ln

9

2

2

ln

9

7

.
Пример 2. Найти 
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Корни знаменателя – 
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,  и подынтегральная функция может быть представлена в виде  
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Приводя к общему знаменателю, получаем 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image471.wmf]x

 в числителях правой и левой частей последнего соотношения, получаем 
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Решая эту систему, находим 
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Таким образом,
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Пример 3. Найти 
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Корни знаменателя (
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Приводя к общему знаменателю и подобные, получаем 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
[image: image483.wmf]x

 в числителях правой и левой частей последнего соотношения, получаем 


[image: image484.wmf].

43

,

54

,

14

,

0

25

2

10

10

25

2

8

10

3

2

1

2

1

2

1

1

=

=

-

=

=

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

-

-

+

+

-

+

-

+

-

+

N

A

A

N

M

A

A

N

M

A

A

M

A


Решая эту систему, находим 
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Таким образом, 
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Пример 4. Найти 
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Корни знаменателя – 
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 кратности 2. Поэтому подынтегральная функция может быть представлена в виде  
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Дальнейшие вычисления предлагается проделать самостоятельно.

Задание 1.4


1. Вычислить интегралы:
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2. Написать разложение рациональной дроби на элементарные (не находя коэффициентов).

а)
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Ответы: 

1. а) 
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1.2.5. Интегрирование простейших

                      иррациональностей и выражений, 

                      содержащих тригонометрические функции
Определение. Рациональной функцией переменных 
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 Эта функция, а следовательно, и интеграл от неё, рационализируется подстановкой 
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то подынтегральная функция рационализируется подстановкой 
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 Подставляя в подынтегральное выражение 
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, получаем под интегралом рациональную функцию аргумента 
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Пример 1. Вычислить 
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Наименьшее общее кратное чисел 2 и 3 равно 6. Поэтому делаем замену 
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Пример 2. Вычислить 
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Наименьшее общее кратное чисел 2 и 5 равно 10. Поэтому делаем замену 
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Для интегрирования рациональных функций вида 
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Пример 3. Вычислить интеграл 
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 EMBED Equation.3  [image: image549.wmf].

sin

1

sin

3

1

3

C

x

x

+

+

-

=


Пример 4. Найти интеграл  
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Заметим, что в данном примере лучше было сделать замену 
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Пример 5. Вычислить интеграл 
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Делая замену 
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Для интегрирования рациональных выражений вида 
[image: image562.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

2

2

,

x

a

x

R

 применяют замену 
[image: image563.wmf]t

a

x

sin

=

 или 
[image: image564.wmf]t

a

x

cos

=

, выражений вида 
[image: image565.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

2

2

,

a

x

x

R

 – подстановку 
[image: image566.wmf]t

a

x

cos

=

 или 
[image: image567.wmf]t

a

x

sin

=

, а для интегрирования выражений вида 
[image: image568.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

2

2

,

x

a

x

R

 применяют замену 
[image: image569.wmf]t

a

x

tg

=

 или 
[image: image570.wmf]t

a

x

ctg

=

. Можно в этих случаях пользоваться также заменами с гиперболическими функциями.


Пример 6. Для вычисления интеграла 
[image: image571.wmf]ò

-

2

2

4

x

x

dx

 воспользуемся заменой 
[image: image572.wmf]t

x

sin

2

=

. Тогда 
[image: image573.wmf]tdt

dx

cos

2

=

, 
[image: image574.wmf]=

-

=

-

t

x

2

2

sin

4

4

4

 
[image: image575.wmf]t

cos

2

=

, и исходный интеграл равен интегралу 
[image: image576.wmf]ò

×

t

t

tdt

cos

2

sin

4

cos

2

2

. Тогда 
[image: image577.wmf].

ctg

4

1

sin

4

cos

2

sin

4

cos

2

2

2

C

t

t

dt

t

t

dt

t

+

-

=

=

×

ò

ò

 Делая обратную замену 
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Пример 7. Для вычисления интеграла 
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[image: image588.wmf]x

t

arctg

=

, получаем 
[image: image589.wmf]=

+

ò

2

2

1

x

x

dx

 
[image: image590.wmf]C

x

+

-

)

arctg

sin(

1

. После преобразований имеем 
[image: image591.wmf]C

x

x

x

x

dx

+

+

-

=

+

ò

2

2

2

1

1

.
Задание 1.5


Вычислить интегралы: 
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Более подробно об интегрировании простейших иррациональностей и рациональных функций от тригонометрических функций, а также о не рассмотренных здесь подстановках Чебышёва и Эйлера можно посмотреть в пп. 1.2.5, 1.2.6, 1.2.7 практикума [4] или в других пособиях, содержащих данный материал.
1.3. Задача интегрирования в конечном виде

В этом разделе мы научились находить первообразные, а следовательно, и неопределённые интегралы для некоторых типов функций. В связи с этим совершенно естественным является вопрос о классе функций, для каждой из которых существует первообразная. Ответ на него даёт следующая теорема. 

Теорема 1.4. Для любой непрерывной функции существует первообразная. 

Обобщение понятия первообразной на функции, имеющие конечное число точек разрыва, даётся следующим образом. 

Определение. Функция 
[image: image600.wmf])

(

x

F

 называется первообразной для функции 
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 во всех точках существования производной функции 
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Справедлива следующая теорема.
Теорема 1.5. Для любой функции, имеющей конечное число точек разрыва 1-го рода, существует первообразная, дифференцируемая во всех точках непрерывности подынтегральной функции. 

Доказательство этих результатов, а также решение задачи восстановления первообразной будут приведены в подразделе 2.2.

 Как известно, элементарными функциями называют степенную, показательную, логарифмическую, тригонометрические и им обратные функции, а также полученные из перечисленных с помощью конечного числа их суперпозиций и конечного числа операций сложения, умножения, вычитания, деления и извлечения корня. При изучении производных мы видели, что производная элементарной функции снова есть элементарная функция. Для первообразной это не так. Не для каждой элементарной функции первообразная есть элементарная функция. Это даёт возможность введения новых, неэлементарных, функций с помощью операции интегрирования. Интегралы от функций, для которых первообразная не является элементарной функцией, называются неберущимися. Наиболее известными неэлементарными функциями являются  
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