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Пример 2. Найдём общее решение уравнения 
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Решая эту систему, находим 
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С другими примерами нахождения общего решения линейных неоднородных уравнений высших порядков можно познакомиться в п. 5.2.3 практикума [4] и других книгах по дифференциальным уравнениям.
5.2.6.Уравнения с правой частью специального вида
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у которой 
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Теорема 5.16. Линейное дифференциальное уравнение 
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с постоянными коэффициентами и правой частью вида (5.54) имеет частное решение
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Доказательство этого результата опустим. 


Пример 1. Для уравнения 
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Пример 2. Для уравнения 
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 правая часть может быть записана в виде 
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Пример 3. Для уравнения 
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Подставляя в исходное уравнение и приводя подобные, получаем 
[image: image80.wmf]x

x

a

x

a

cos

sin

2

cos

2

1

2

=

-

, откуда 
[image: image81.wmf]5

,

0

,

0

2

1

=

=

a

a

. Следовательно, 
[image: image82.wmf]x

x

y

sin

5

,

0

=

 – частное, 
[image: image83.wmf]x

C

x

C

x

x

y

sin

cos

sin

5

,

0

2

1

+

+

=

 – общее решения уравнения.


С другими примерами нахождения частного решения линейных неоднородных уравнений высших порядков с постоянными коэффициентами по виду правой части можно познакомиться в п. 5.2.4 практикума [4] и других книгах по дифференциальным уравнениям.
5.3. Системы дифференциальных уравнений

5.3.1. Общая теория

Система уравнений, связывающая независимую переменную, искомые функции и некоторое количество их производных, то есть система уравнений вида 
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называется системой обыкновенных дифференциальных уравнений. Если эта система разрешена относительно старших производных 
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 то она называется системой в канонической форме и имеет вид
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 Эту систему путём введения новых неизвестных функций [9,19,20,23,24,25] можно привести к виду
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В этом случае система называется системой обыкновенных дифференциальных уравнений в нормальной форме или системой обыкновенных дифференциальных уравнений в форме Коши.


Покажем, как это можно сделать для одного уравнения 
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Если ввести в рассмотрение векторы 
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которая по виду совпадает с записью дифференциального уравнения первого порядка.
Если функции 
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или в векторной форме 
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Более подробно с автономными системами можно ознакомиться в [23,25].
Для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (5.55) можно поставить задачу Коши: найти решение 
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В векторной форме условия (5.56) имеют вид 
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Так же как и для дифференциальных уравнений, для систем дифференциальных уравнений справедлива теорема существования и единственности.
Теорема 5.17. Пусть в системе уравнений (5.55) 
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все функции 
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Доказательство этого результата опустим.
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решений системы дифференциальных уравнений (5.55) назовём её общим решением, если для любого набора начальных данных 
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где 
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 системы уравнений (5.55) 
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Определение. Функцию 
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 назовём интегралом системы дифференциальных уравнений (5.55), если на любом частном решении 
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 системы уравнений (5.55) эта функция обращается в константу, то есть 
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Определение. Соотношение
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 – интеграл системы дифференциальных уравнений (5.55), назовём первым интегралом этой системы.

Таким образом, соотношения (5.58) есть совокупность 
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 первых интегралов системы дифференциальных уравнений (5.55). Имеет место следующий результат.

Теорема 5.18. Система первых интегралов (5.58) системы дифференциальных уравнений (5.55), полученная из общего решения (5.57), независима.

Доказательство теоремы опустим.

В теореме 5.18 утверждается, что для системы (5.58) первых интегралов системы дифференциальных уравнений (5.55) нельзя подобрать функцию 
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Отметим следующий факт.

Теорема 5.19. Если 
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Доказательство. Пусть 
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С другой стороны, справедлива следующая теорема.
Теорема 5.20. Любая совокупность, состоящая из не менее, чем 
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Доказательство этого результата опустим.

В теореме 5.20 утверждается, что если 
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Из теорем 5.18, 5.19 и 5.20 следует, что для построения любого интеграла системы дифференциальных уравнений (5.55) достаточно знать 
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 независимых первых интегралов этой системы дифференциальных уравнений. Общего метода нахождения 
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 независимых первых интегралов системы дифференциальных уравнений (5.55) нет. Часть из них (а иногда и все) может быть найдена с помощью метода интегрируемых комбинаций, рассмотренного ниже.

Для проверки независимости некоторой системы первых интегралов полезен следующий факт.

Теорема 5.21. Система первых интегралов 
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равен 
[image: image169.wmf]m

, или, что то же самое, хотя бы один из миноров порядка 
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 этой матрицы отличен от нуля.
Доказательство этого результата опустим.

В общем случае для решения систем имеются методы исключения неизвестных и интегрируемых комбинаций. Как указывалось ранее, любое уравнение порядка 
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 можно свести к системе 
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 уравнений в нормальной форме. Возможна и обратная процедура. На этой идее и основан метод исключения неизвестных. Разберём его на примере.

Пример. Для системы дифференциальных уравнений  
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5.3.2.  Системы дифференциальных уравнений 
           в симметричной форме


Рассмотрим систему (5.55) дифференциальных уравнений в нормальной форме
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В этой системе переменные 
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 (5.59)

Умножим, при необходимости, знаменатели на одну и ту же функцию 
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Система уравнений (5.60) называется системой дифференциальных уравнений в симметричной форме.


С другой стороны, возможен и обратный переход от системы дифференциальных уравнений в симметричной форме (5.60) к эквивалентной ей системе дифференциальных уравнений в нормальной форме Коши (5.55).
Действительно, из (5.60) имеем
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Эта запись отличается от (5.55) лишь обозначениями. Сказанное выше позволяет дать следующее определение.

Определение. Интеграл и первый интеграл системы дифференциальных уравнений (5.61) назовём соответственно интегралом и первым интегралом системы дифференциальных уравнений (5.60).
5.3.3.  Метод интегрируемых комбинаций 


Система дифференциальных уравнений в симметричной форме (5.60) позволяет иногда получать первые интегралы с помощью так называемого метода интегрируемых комбинаций.
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системы дифференциальных уравнений. Тогда, выражая из (5.63) 
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Пример 2. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
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5.3.4. Системы линейных уравнений
Если в системе (5.55) все функции 
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Обозначая 
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или в эквивалентном виде
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Будем по возможности пользоваться одной из форм (5.64а) или (5.64б) матричной записи. Если 
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или, что то же самое, 
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Для систем линейных уравнений строится теория, полностью  эквивалентная  теории линейных  уравнений  порядка 
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Так же как и в п.5.2.3 мы рассматривали множество 
[image: image271.wmf][

]

b

a

M

,

 всех определённых на отрезке 
[image: image272.wmf][

]

b

a

,

 скалярных функций, рассмотрим множество 
[image: image273.wmf][

]

b

a

M

n

,

 всех заданных на отрезке 
[image: image274.wmf][

]

b

a

,

 вектор-функций 
[image: image275.wmf](

)

T

n

x

f

x

f

x

f

x

f

)

(

),...,

(

),

(

)

(

2

1

=

. На этом множестве введём операции: 
1) сложения элементов 
[image: image276.wmf]]

,

[

,

b

a

M

g

f

n

Î

по правилу 


[image: image277.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

)(

(

2

2

1

1

2

1

2

1

x

g

x

f

x

g

x

f

x

g

x

f

x

g

x

f

x

g

g

g

f

f

f

x

g

f

n

n

n

n

+

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

+

M

M

M

 для
[image: image278.wmf][

]

b

a

x

,

Î

"

;

2) умножения элемента 
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Так же как и соответствующее пространство 
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 относительно введённых операций является линейным пространством, так как выполнены все аксиомы линейного пространства [1,2,21].


Рассмотрим два подмножества множества 
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Отметим, что имеет место поэлементное включение 
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 замкнуты относительно введённых линейных операций, то есть результат операции снова принадлежит соответствующему множеству, то они являются линейными подпространствами пространства 
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Отметим, что свойства решений систем линейных дифференциальных уравнений 
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Теорема 5.22 (о наложении решений). Если 
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Доказательство. Можно воспользоваться линейностью оператора 
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Теорема доказана.

Следствие 1. Если 
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 – решения систем дифференциальных уравнений 
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Следствие 2. Любая линейная комбинация решений системы дифференциальных уравнений 
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Доказательство. Пусть 
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Следствие доказано.

Следствие 3. Множество всех решений системы дифференциальных уравнений 
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 образует линейное подпространство пространства 
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Доказательство. По предыдущему следствию линейные операции над решениями системы дифференциальных уравнений 
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 не выводят за пределы множества решений этой системы уравнений, что и доказывает следствие.
Напомним понятия линейной алгебры, которые нам потребуются в дальнейшем. 

Так же, как для векторов [1, 2] и систем скалярных функций, для систем вектор-функций вводятся понятия их линейной зависимости и линейной независимости.

Определение. Система вектор-функций 
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всюду на 
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, и линейно независимой, если такого ненулевого набора не существует.

Так же как и для систем векторов, для систем функций справедливы следующие ниже свойства. 


1. Система вектор-функций 
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2. Всякая система вектор-функций, содержащая функцию, тождественно равную нулю на отрезке 
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3. Всякая система вектор-функций, содержащая линейно зависимую на отрезке 
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Доказательства этих утверждений аналогичны доказательствам соответствующих утверждений для систем векторов и предлагаются в качестве упражнений.
Рассмотрим совокупность вектор-функций 
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называется определителем Вронского или вронскианом системы вектор-функций 
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Так же как и для систем скалярных функций, определитель Вронского системы вектор-функций служит индикатором её линейной зависимости или линейной независимости. 


Теорема 5.23. Если система вектор-функций линейно зависима, то её определитель Вронского 
[image: image343.wmf])

(

x

W

 равен нулю.


Доказательство аналогично соответствующему доказательству для систем векторов [1, 2] и систем скалярных функций, приведённому в п. 5.2.3. Предлагается сделать это самостоятельно.
Теорема 5.24. Если 
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Доказательство аналогично соответствующему доказательству для систем скалярных функций, приведённому в п. 5.2.3. Предлагается доказать эту теорему самостоятельно.

Займёмся выяснением размерности пространства решений однородной системы линейных дифференциальных уравнений 
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 и построением базиса в этом пространстве.

Теорема 5.25. Для любой однородной системы линейных дифференциальных уравнений 
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Доказательство. Возьмём матрицу 
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с определителем, отличным от нуля. Тогда строки и столбцы этой матрицы линейно независимы. Найдём такие решения 
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 совпадает с определителем матрицы (5.66). Теорема доказана.
Матрицу (5.66) можно взять единичную.
Теорема 5.26 (о виде общего решения однородной системы линейных дифференциальных уравнений). Если 
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Доказательство. Нам нужно доказать, что для любого набора начальных данных (5.56) 
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определитель которой 
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, и поэтому существует единственное решение этой системы.


Таким образом, нами показано, что, хотя само пространство 
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Определение. Любой базис пространства решений однородной системы линейных дифференциальных уравнений 
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Так же как и в линейной алгебре, имеет место следующий результат.

Теорема 5.27 (о виде общего решения линейной неоднородной системы дифференциальных уравнений). Общее решение 
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Доказательство. Пусть 
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где 
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, и поэтому существует единственное решение этой системы. Теорема доказана.

5.3.5. Однородные системы линейных 
          дифференциальных уравнений 
          с постоянными коэффициентами

Как и в случае линейных уравнений высших порядков, наиболее полно разработаны вопросы нахождения фундаментальной системы решений для однородных систем дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами


[image: image408.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

+

=

¢

+

+

+

=

¢

+

+

+

=

¢

.

...

....

..........

..........

..........

..........

,

...

,

...

2

2

1

1

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

1

1

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

y

a

y

a

y

a

y

y

a

y

a

y

a

y

y

a

y

a

y

a

y

                    (5.68)

Пусть 
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 – матрица системы, 
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или, что то же самое, в виде
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Будем искать ненулевое решение системы (5.68) в виде
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Вычисляя производную, имеем
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Подставив (5.69) и (5.70) в (5.68), получаем равенство 
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 есть решение системы (5.68). Таким образом, нами доказан следующий результат.

Теорема 5.28. Вектор-функция 
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является решением однородной системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами (5.68) тогда и только тогда, когда 
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 – соответствующий ему собственный вектор матрицы 
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.
Подробнее об определении и нахождении собственных векторов и собственных чисел смотрите в книгах по линейной алгебре, в частности [1] и [2]. 
Возможны два случая: 
1) все собственные числа различны; 
2) есть кратные собственные числа. 
Разберём эти возможности по отдельности.


В первом случае имеем 
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Эта система функций линейно независима, так как её определитель Вронского отличен от нуля. Действительно,
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Во втором случае возможны два варианта. Пусть для собственного числа 
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Пример 1. Для линейной системы дифференциальных уравнений 
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Пример 2. Для системы дифференциальных уравнений 
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Подставляя эти соотношения в исходную систему и приводя подобные, получаем систему алгебраических уравнений
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для нахождения чисел 
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 Придавая свободным неизвестным значения 
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 получаем общее решение исходной системы дифференциальных уравнений 
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Пример 3. Для линейной системы дифференциальных уравнений 
[image: image478.wmf]î

í

ì

-

=

¢

-

=

¢

y

x

y

y

x

x

4

,

2

3

 матрица 
[image: image479.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

1

4

2

3

 имеет собственные числа 
[image: image480.wmf]i

2

1

2

,

1

±

=

l

. Собственный вектор, отвечающий собственному числу 
[image: image481.wmf]i

2

1

+

, равен 
[image: image482.wmf]T

i

p

)

1

,

1

(

1

-

=

. Для собственного числа 
[image: image483.wmf]i

2

1

-

 можно найти собственный вектор, а можно воспользоваться тем, что действительная и мнимая части решения 
[image: image484.wmf]t

i

e

p

)

2

1

(

1

+

 являются линейно независимыми решениями системы. Поэтому общее решение системы можно записать в виде
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С другими примерами нахождения фундаментальной системы решений и общего решения линейных однородных систем дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами можно познакомиться в п. 5.3.2 практикума [4] и других книгах по дифференциальным уравнениям.
5.3.6. Метод вариации произвольных постоянных

Рассмотрим неоднородную систему линейных дифференциальных уравнений (5.64а) 
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Пусть имеется фундаментальная система решений 
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где 
[image: image492.wmf])

(

x

C

j

 – функции, подлежащие определению. Дифференцируя вектор-функцию (5.71), получаем
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Подставляя вектор-функцию (5.71) и её производную (5.72) в систему уравнений (5.64), получаем
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В этом соотношении слагаемое 
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или в координатной форме 
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Так как определитель системы (5.74) есть определитель Вронского для фундаментальной системы решений 
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Подставляя полученные значения 
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 системы уравнений (5.64).


Пример. Для системы дифференциальных уравнений 
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 соответствующая однородная система уравнений имеет вид 
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Подставляя в исходное уравнение, получаем систему 
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или в координатной форме
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Решая эту систему, находим 
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С другими примерами применения метода вариации произвольных постоянных для нахождения общего решения линейных неоднородных систем дифференциальных уравнений можно познакомиться в п. 5.3.3 практикума [4] и других книгах по дифференциальным уравнениям.
5.4. Элементы теории устойчивости

5.4.1.  Зависимость решения от параметров

           и начальных данных


Поведение динамических (изменяющих своё состояние во времени) объектов описывается дифференциальными или интегральными уравнениями. Уравнение, описывающее поведение объекта, будем называть математической моделью объекта.
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, то есть при малом изменении правых частей дифференциального уравнения и начальных данных решение задачи Коши изменяется мало. В противном случае задачу будем считать некорректно поставленной. 

Имеется литература, посвящённая изучению некорректно поставленных задач [27, 28]. В данном разделе мы будем заниматься корректно поставленными задачами.

Теорема 5.29. Пусть функция 
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При более жестких предположениях теорема будет доказана позже. С непосредственным доказательством желающие могут ознакомиться в [25].
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Доказательство. Рассмотрим случай 
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 методом последовательных приближений. Положим
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и так далее. По теореме о сжимающем операторе (см. приложение 2) эта последовательность сходится к нужному нам решению.


Рассмотрим задачу Коши 
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Следствие. Если функция 
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В дальнейшем нам понадобится следующий важный результат.
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Доказательство. В силу выпуклости области имеем 
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По формуле производной сложной функции (см., например, [3]) получаем
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Так как 
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Подставляя (5.77) в (5.75), имеем
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Положив 
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, получаем требуемое. Лемма доказана.
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Применяя к правой части последнего соотношения лемму Адамара, имеем
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Заметим, что в силу леммы Адамара 
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Полученное уравнение называется уравнением в вариациях, а в теории автоматического управления уравнением чувствительности. Обоснование справедливости предельного перехода, а также непрерывности и дифференцируемости соответствующих функций можно посмотреть в [25].

5.4.2.  Определение устойчивости по Ляпунову


В предыдущем пункте мы занимались зависимостью решения от начальных данных в том случае, когда решение определено на ограниченном отрезке. В данном пункте мы будем исследовать этот вопрос в случае, когда решение определено на бесконечном полуинтервале 
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. Большой вклад в развитие данного вопроса внёс А.М. Ляпунов. Более подробное изложение можно найти в [23, 24, 25, 26, 29] и других пособиях.


Определение. Пусть 
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 – решение системы уравнений (5.55)


[image: image648.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

¢

=

¢

=

¢

)

,...,

,

,

(

.......

..........

..........

..........

),

,...,

,

,

(

),

,...,

,

,

(

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

n

n

n

n

n

y

y

y

x

f

y

y

y

y

x

f

y

y

y

y

x

f

y


с начальными данными 
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 системы уравнений (5.55) с начальными данными 
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 называется асимптотически устойчивым.


Исследование устойчивости решений можно свести к исследованию устойчивости нулевого решения с нулевыми начальными данными некоторой другой системы дифференциальных уравнений. Покажем, как это сделать. Пусть 
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 – решение системы уравнений (5.55) с начальными данными 
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 скалярного аргумента вычисляется по формуле 


[image: image668.wmf](

)

(

)

(

)

T

n

T

n

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

)

(

),...,

(

),

(

)

(

),...,

(

),

(

2

1

2

1

¢

¢

¢

=

¢

.

Подробнее о дифференцировании вектор-функций можно посмотреть в [3]. Рассмотрим вектор-функцию 
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Определение. Решение 
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 системы дифференциальных уравнений (5.55) с начальными данными 
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 будем называть точкой покоя этой системы. 
Определение устойчивости точки покоя формулируется следующим образом.


Определение. Точку покоя системы дифференциальных уравнений (5.55) будем называть устойчивой, если для всякого 
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 системы уравнений (5.55) с начальными данными 
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, то точка покоя называется асимптотически устойчивой.


Имеются различные методы исследования устойчивости невозмущённого движения, в том числе и точки покоя.

5.4.3.  Метод функций Ляпунова


Определение. Функцию 
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Аналогично, с заменой неравенств на противоположные, определяются не положительно определённая и отрицательно определённая функции.

Теорема 5.31 (Ляпунова об устойчивости). Если для системы дифференциальных уравнений (5.55)
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существует положительно определённая функция 
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 не положительно определена, то точка покоя устойчива. Если функция 
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 отрицательно определена, то точка покоя асимптотически устойчива.

Общего метода построения функций Ляпунова нет. Часто их берут в виде суммы чётных степеней координат.
5.4.4.  Устойчивость линейных систем


Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений


[image: image709.wmf])

(

)

(

x

b

y

x

A

y

+

=

¢

.                             (5.80)

Соответствующая однородная система будет иметь вид


[image: image710.wmf]y

x

A

y

)

(

=

¢

.                                   (5.81)

Очевидно, что система (5.81) имеет тривиальное решение и в случае непрерывно дифференцируемых коэффициентов это решение единственно.

Пусть матрица 
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 постоянна, то есть системы (5.80) и (5.81) есть системы с постоянными коэффициентами. Тогда общее решение системы (5.81) может быть записано в виде
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Исследуем устойчивость точки покоя системы (5.81). Имеем 
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. Поэтому точка покоя системы (5.81) асимптотически устойчива и, следовательно, устойчива на полуинтервале 
[image: image724.wmf])

,

0

[

+¥

.

5.4.5.  Устойчивость по первому приближению

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (5.55) в нормальной форме 


[image: image725.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

¢

=

¢

=

¢

)

,...,

,

,

(

.......

..........

..........

..........

),

,...,

,

,

(

),

,...,

,

,

(

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

n

n

n

n

n

y

y

y

x

f

y

y

y

y

x

f

y

y

y

y

x

f

y


или, что то же самое, в векторной форме 
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. Тогда система дифференциальных уравнений (5.55) запишется в виде 
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Отбрасывая в системе (5.82) члены более высокого порядка малости, чем 
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Система дифференциальных уравнений (5.83) называется системой первого приближения для системы дифференциальных уравнений (5.55). Иногда удаётся судить об устойчивости точки покоя системы (5.55) по устойчивости точки покоя для системы (5.83). 
Пусть система дифференциальных уравнений (5.55) является автономной, то есть функции 
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. Тогда система первого приближения (5.83) есть система с постоянными коэффициентами. В этом случае справедлив следующий результат.


Теорема 5.32. Если вещественные части всех собственных чисел матрицы 
[image: image741.wmf]A

 системы первого приближения автономной системы дифференциальных уравнений отрицательны, то точка покоя автономной системы асимптотически устойчива. Если хотя бы одно собственное число матрицы 
[image: image742.wmf]A

 системы первого приближения автономной системы дифференциальных уравнений имеет положительную вещественную часть, то точка покоя автономной системы неустойчива.

Доказательство этой теоремы опустим. Желающие могут ознакомиться с ним в [23–25].

Отметим, что если часть собственных чисел матрицы 
[image: image743.wmf]A

 системы первого приближения автономной системы дифференциальных уравнений имеет вещественную часть, равную нулю, то исследовать на устойчивость автономную систему дифференциальных уравнений по системе первого приближения нельзя.
5.5. Уравнения с частными производными
       первого порядка

Уравнение вида 
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называется дифференциальным уравнением в частных производных первого порядка.

Если функция 
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 – линейна относительно 
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, то уравнение называется линейным дифференциальным уравнением в частных производных первого порядка. В этих случаях уравнение записывается соответственно в виде
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в случае квазилинейного уравнения и в виде
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в случае линейного уравнения.


Функция 
[image: image751.wmf]u

 называется решением уравнения (5.84) (соответственно (5.85), (5.86)), если при подстановке её в это уравнение она обращает его в тождество.
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Займёмся уравнением (5.85). Предположим, что хотя бы один из коэффициентов 
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Пусть 
[image: image756.wmf])

(

x

u

u

=

 – решение уравнения (5.85), определённое в некоторой области 
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или, что то же самое, в координатной форме
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Далее, дифференцируя 
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Таким образом, кривая 
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Определение. Система уравнений (5.87) называется характеристикой уравнения (5.85).

Если функции 
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 дифференцируемы, то система уравнений (5.87) удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности. Из предыдущих рассуждений следует справедливость следующей теоремы.

Теорема 5.33. Если гладкая поверхность 
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С другой стороны, имеет место и обратный результат.
Теорема 5.34. Если гладкая поверхность 
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 является интегральной поверхностью уравнения (5.85).

Таким образом, любая интегральная поверхность уравнения (5.85) состоит из характеристик.

Пример. Рассмотрим дифференциальное уравнение 
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