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3. Кратные интегралы

3.1. Определение и свойства
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Для лучшего усвоения понятия кратного интеграла предлагается дать самостоятельно определения для частных случаев двойного (
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) интегралов. Для контроля можно посмотреть определение двойного интеграла в практикуме [4], а в [6] и [8] – определения двойного и тройного интегралов, где они даны раздельно.
Как и в случае одномерного (определённого) интеграла (подраздел 2.1), понятие интеграла Римана не единственно возможное. Наиболее часто используемые понятия кратных интегралов Лебега и Лебега – Стильтьеса приведены в [11, 12].

Отметим также, что в определении кратного интеграла Римана, как и при введении понятия определённого интеграла (подраздел 2.1), используется сходимость по направленному множеству всевозможных разбиений, упорядоченному по включению (сходимость по Мору–Смиту [9]).
Перечислим некоторые свойства кратных интегралов при условии существования всех используемых ниже интегралов. 
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Следующие ниже свойства справедливы для скалярнозначных функций.
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Аналогично тому, как это сделано при рассмотрении интеграла от функции одной переменной, можно рассмотреть нижние и верхние суммы Дарбу, нижний и верхний интегралы Дарбу и доказать следующие результаты.

Теорема 3.1. Интеграл от функции 
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Теорема 3.2. Для всякой непрерывной на ограниченном замкнутом множестве функции существует интеграл по этой области.

 Теорема 3.3. Если область 
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 можно разбить на конечное число областей, в замыкании каждой из которых функция непрерывна, то она интегрируема на этом множестве.

Определения ограниченного и замкнутого множеств можно найти в [5, 6, 9, 11, 12]. Любознательным читателям предлагается доказать теоремы 3.1, 3.2, 3.3 самостоятельно или посмотреть их доказательства в [5, 6, 9].

3.2. Вычисление кратных интегралов

3.2.1. Вычисление двойных интегралов

Рассмотрим вначале самый простой случай прямоугольной области 
[image: image67.wmf]]

,

[

]

,

[

d

c

b

a

D

´

=

. Предположим, что для всякого 
[image: image68.wmf]]

,

[

b

a

x

Î

 существует интеграл 
[image: image69.wmf]ò

d

c

dy

y

x

f

)

,

(

. Разобьём отрезки 
[image: image70.wmf]]

,

[

b

a

 и 
[image: image71.wmf]]

,

[

d

c

 на части точками 
[image: image72.wmf],

...

1

0

b

x

x

x

a

n

=

<

<

<

=

 
[image: image73.wmf].

...

1

0

d

y

y

y

c

m

=

<

<

<

=

 Положим 
[image: image74.wmf]]

,

[

]

,

[

1

1

,

+

+

´

=

j

j

i

i

j

i

y

y

x

x

D

, 
[image: image75.wmf])

,

(

inf

,

)

,

(

,

y

x

f

m

j

i

D

y

x

j

i

Î

=

, 
[image: image76.wmf])

,

(

sup

,

)

,

(

,

y

x

f

M

j

i

D

y

x

j

i

Î

=

. Выберем на каждом из отрезков 
[image: image77.wmf]],

,

[

1

+

i

i

x

x

 
[image: image78.wmf],

,...,

2

,

1

n

i

=

 по точке 
[image: image79.wmf]i

x

. При любых 
[image: image80.wmf]m

j

n

i

,...,

2

,

1

,

,...,

2

,

1

=

=

 и 
[image: image81.wmf]]

,

[

1

+

Î

j

j

y

y

y

 справедливо неравенство


[image: image82.wmf].

)

,

(

,

,

j

i

i

j

i

M

y

f

m

£

x

£
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Заметим, что в левой и правой частях неравенства (3.1) стоят соответственно нижняя и верхняя суммы Дарбу для интеграла 
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Последнее неравенство эквивалентно соотношению 
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Аналогично если для всякого 
[image: image95.wmf]]

,

[

d

c

y

Î

существует 
[image: image96.wmf]ò

b

a

dx

y

x

f

)

,

(

, то 

[image: image97.wmf].

)

,

(

)

,

(

dy

dx

y

x

f

dxdy

y

x

f

d

c

b

a

D

ò

ò

òò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=


Обычно вместо 
[image: image98.wmf]dx

dy

y

x

f

b

a

d

c

ò

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

)

,

(

 пишут 
[image: image99.wmf].

)

,

(

ò

ò

b

a

d

c

dy

y

x

f

dx


Пусть теперь 
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 – криволинейная трапеция, ограниченная линиями 
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Далее, 
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или, что то же самое,
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Для криволинейной трапеции, ограниченной линиями 
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Интегралы, стоящие в правых частях формул (3.3) и (3.4), называются повторными, а результат сведения кратного интеграла к одному из повторных носит название теоремы Фубини.
Заметим, что порядок, в котором производится интегрирование, иногда влияет на сложность вычислений. Соответствующие примеры есть в [16] и в практикуме [4].
Пример 1. Пусть область 
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 – внутренность треугольника с вершинами 
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Перейдём к повторному интегралу типа (3.3) и расставим пределы интегрирования в нём. Найдём уравнения прямых 
[image: image129.wmf]AB

, 
[image: image130.wmf]BC

, 
[image: image131.wmf]AC

. Записывая уравнение прямой, проходящей через две точки, получаем уравнение прямой 
[image: image132.wmf]AB

 
[image: image133.wmf]2

4

2

3

4

3

-

-

=

-

-

y

x

, или, что то же самое, 
[image: image134.wmf]4

2

-

=

x

y

. Аналогично для прямой 
[image: image135.wmf]AC

: 
[image: image136.wmf]2

1

2

3

4

3

-

-

=

-

-

y

x

, или
[image: image137.wmf]5

+

-

=

x

y

. Уравнение прямой 
[image: image138.wmf]BC

 имеет вид 
[image: image139.wmf]4

=

x

. Таким образом, область может быть задана неравенствами 
[image: image140.wmf]4

3

£

£

x

, 
[image: image141.wmf]4

2

5

-

£

£

+

-

x

y

x

. Поэтому


[image: image142.wmf]ò

ò

ò

òò

=

+

=

+

=

+

-

+

-

-

+

-

4

3

4

3

4

2

5

2

4

2

5

)

(

)

2

(

)

2

(

dx

y

xy

dy

y

x

dx

dxdy

y

x

x

x

x

x

D

 
[image: image143.wmf]ò

=

+

-

-

+

-

-

-

+

-

=

4

3

2

2

)

)

5

(

)

5

(

)

4

2

(

)

4

2

(

(

dx

x

x

x

x

x

x

 
[image: image144.wmf](

)

5

,

12

9

2

15

2

)

9

15

6

(

4

3

2

3

4

3

2

=

-

-

=

-

-

=

ò

x

x

x

dx

x

x

.
Для перехода к интегралу типа (3.4) требуется разбить область на две. Мы предлагаем читателю сделать это самостоятельно

Пример 2. Пусть область 
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Расставить пределы интегрирования, взяв внешний интеграл по 
[image: image167.wmf]y

 (то есть представить двойной интеграл в виде повторного интеграла вида (3.4)), предлагается самостоятельно.
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Пример 3. Пусть область 
[image: image168.wmf]D

 задана неравенствами 
[image: image169.wmf]2

x

y

³

, 
[image: image170.wmf]2

y

x

³

 Тогда

 
[image: image171.wmf].

)

,

(

)

,

(

)

,

(

1

0

1

0

2

2

ò

ò

ò

ò

òò

=

=

y

y

x

x

D

dx

y

x

f

dy

dy

y

x

f

dx

dxdy

y

x

f


Пример 4. Изменить порядок интегрирования в интеграле
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Исходная область представлена в виде объединения двух областей: 
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Задание 3.1

В двойном интеграле 
[image: image185.wmf]òò

D

dxdy

y

x

f

)

,

(

, для заданной области 
[image: image186.wmf]D

, перейти к повторным и расставить пределы интегрирования (приведены оба варианта ответа). 
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С другими примерами сведения двойных интегралов к повторным и их вычисления можно ознакомиться в подразделе. 3.2.1 практикума [4].
3.2.2. Вычисление тройных интегралов
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Пусть теперь 
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Пример 1. Пусть область 
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 ограничена поверхностями 
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Данная область есть цилиндр, ограниченный поверхностями 
[image: image244.wmf].

1

,

0

2

2

+

+

=

=

y

x

z

z

Проекция этого цилиндра на плоскость 
[image: image245.wmf]XOY

есть квадрат с границей 
[image: image246.wmf],

0

=

x

 
[image: image247.wmf],

0

=

y

 
[image: image248.wmf],

4

=

x

 
[image: image249.wmf],

4

=

y

 которая одновременно является направляющей цилиндра. Поэтому


[image: image250.wmf]ò

ò

ò

òòò

+

+

=

4

0

4

0

1

0

2

2

.

)

,

,

(

)

,

,

(

y

x

V

dz

z

y

x

f

dy

dx

dxdydz

z

y

x

f


[image: image741.png]\/y&/




Пример 2. Область 
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Область однозначно проектируется на треугольник 
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Заметим, что если взять внешний интеграл по 
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Задание 3.2

В тройном интеграле 
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Более подробно с примерами сведения тройных интегралов к повторным и их вычисления можно ознакомиться в п. 3.2.2 практикума [4].
3.3. Замена переменных в кратных интегралах

3.3.1. Криволинейные системы координат
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Если 
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образуют координатные поверхности, а их пересечения, то есть кривые 
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образуют систему координатных линий.

Длины векторов 
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Заметим, что для ортогональной криволинейной системы координат модуль определителя матрицы Якоби 
[image: image322.wmf]r
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(производной матрицы) [1, 3, 5] равен произведению коэффициентов Ламе.

3.3.2. Полярная система координат на плоскости
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Наиболее часто используемой криволинейной системой координат на плоскости является полярная система координат. Положение точки в этой системе координат определяется длиной 
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 радиус-вектора точки и углом 
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Угол 
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 при этом может быть выбран из любого полуинтервала длиной 
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получаем требуемое. Коэффициенты Ламе для полярной системы координат равны 
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3.3.3. Сферическая и цилиндрическая 

                  системы координат в 
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Возможны два обобщения полярной системы координат на случай пространства 
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. Первое из них называется сферической системой координат. Положение точки в этой системе координат определяется длиной 
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 радиус-вектора точки, углом 
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 между проекцией радиус-вектора точки на плоскость 
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 Формулы перехода в координатной форме приобретают вид 
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Сферическая система координат является ортогональной. Действительно, вычисляя скалярное произведение векторов
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3.3.4. Замена переменных в интегралах
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Таким образом, 
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Переходя в последней сумме к пределу при увеличении числа разбиений, получаем вывод о справедливости теоремы в случае 
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Для полярной системы координат на плоскости матрица Якоби равна
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3. Пусть область 
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Пример 4. Пусть область 
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Пример 5. Пусть область 
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Уравнение данной окружности в декартовых координатах записывается в виде 
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Пример 6. Пусть область 
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Более подробно и с большим количеством примеров о переходе к различным криволинейным системам координат на плоскости, в том числе и к полярной системе координат, можно посмотреть в п. 3.3.2 практикума [4].
Для сферической системы координат матрица Якоби 
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Определитель этой матрицы 
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Для цилиндрической системы координат матрица Якоби 
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Определитель этой матрицы 
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Пример 7. Вычислить интеграл 
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Область интегрирования есть верхняя половина шара с центром в начале координат и радиуса 
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Пример 8. Вычислить интеграл 
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Более подробно и с большим количеством примеров о переходе к различным криволинейным системам координат в пространстве, в том числе к сферической и цилиндрической системам координат, можно посмотреть в п. 3.3.3 практикума [4].
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3.4. Геометрические приложения
       кратных интегралов

3.4.1. Вычисление площадей плоских фигур 


Из определения двойного интеграла следует, что площадь 
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– формула площади области 
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Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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3.4.2. Вычисление объёмов тел 

Из определения тройного интеграла следует, что объём 
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Пример. Найти объём области, ограниченной поверхностями 
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Данная область является цилиндром, проекция которого на плоскость 
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3.4.3. Вычисление площади поверхности


Пусть поверхность задана параметрически 
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Рассмотрим кусок поверхности, ограниченный линиями 
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Пример 1. Вычислить площадь поверхности 
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, если область 
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 задаётся неравенством 
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Так как 
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Пример 2. Вычислить площадь поверхности сферы. 

Параметрическое уравнение сферы радиуса 
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 можно записать в виде 
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Поэтому
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Вычисляя модуль этого вектора, получаем 
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Более подробно о геометрических приложениях кратных интегралов можно посмотреть в практикуме [4], а также в других изданиях по интегральному исчислению функций многих переменных, например, в [6]. В [6] можно также ознакомиться и с другими приложениями кратных интегралов.
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